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本套书——《高等代数学习指 导书》 (上册、下册）与作者编写的《髙等代数》（第2版，上 
册、下册 >—起，凝聚了作者从亊教学工作三十多年特别是从事高等代数和线性代数教学工 
作近三十年的教学经验，是作者最近十年来进行高等代数课程教学改革的成果之— • 

我们对高等代数课程的教学目标进行了改革 :一方 面让学生扎实地掌握高等代数的基 
本理论、基本方法和基本技巧：另一方面者力培养学生具有数学的思维方式，提髙学生的素 
质和能力。我们把数学的思维方式概 括成： 观察客观世界的现象，抓住其主要特征，抽象出 
概念或者建立模型 > 通过直觉判断.联想推理、归纳推理、类比推理和逻辑推理等进行探索， 
作出 猜测； 然后通过深人分析、逻辑推理和计算等方法进行论证，揭示亊物的内在规律，从 
而使纷繁复杂的现象变得井然 有序。 按照“观察一抽象一探索一猜测一论证”的思维方式 
学习数学是学好数学的正确途径，而且可以培养学生正确处理工作和生活中各种问题的能 
力，从而使其终生受益。 

我们根据信息时代的 霱要， 运用现代数学的现点，遵遁学生的认知规律，改革了高等代 
数课程的教学内容体系，使其赏穿一条主线，分成五个模块，具有时代气息。一条主线是： 
研究代数结构及其态射（即保持运算的 映射〉 的现点 * 五个模块是 〆 1) 线性方程组和》元 
有序数组的向《空间 |(2) 矩阵的运箅及矩阵的相抵、相似、合同分类 (包括 二次翌 ）1(3〉 一 
元和多元多项式环 ：（4) 域上的线性空间及其线性映射； （5) 具有度遗的线性空间。在教材 
和学习指导书中都有反映信息时代对髙等代数课程的要求的 内容。 

我们对高等代数课程的教学方法也进行了改革，在编写的教材和学习指导书的每章节 
都提出所要研究的何题，抓住重要理论的突破口，讲淸楚关键的想法，层层深人分析，探索 
未知。在讲课中，对于概念，我们讲淸楚其产生的背景；对于定理，我们先作直观的解释，然 
后进行 严格的证明。 

我们编写的《高等 代数》 (第2版，上册、下册>精选了教学内容，主要供综合大学、理工 
科大学和师范院校的数学和应用数学专业、信息与计算科学专业作为教材。而本套学习指 
导书则内容丰富多彩，为学习高等代数或线性代数课程的学生提供学习方法、窣握埋论、解 
题思路、解題方法和解題技巧的指导；为学有余力的学生提供本门课程的发展空间；为从事 




髙等代数或线性代数教学的教师提供教学或进修提高的参考书；为从事数学、自然科学、经 
济学等领域的科研工作者提供有关高等代数的参考 资料； 为参加研究生人学考试的考生提 
供髙等代数或线性代数的复习资料；为自学髙等代数或线性代数课程的读者提供学 
习指导。 

本套书上册共有6章，下册共有5章。每一章分若干节，章末有补充题，每一节包括三 
部分内容：（1)内容精华。阐述本节要研究的问题、基本理论和基本方法。（2> 典型例题。 
通过丰富多彩的例 S 及其解答让读者掌握和运用高等代数的基本理论、基本方法和基本技 
巧，对有些例题我们作了 点评。 我们对每一道例题都作了详细解答，其目的是让读者了解 
怎样才是严谨地解答一道题。我们对一部分例题写出了两种或三种解法，但是对大多数例 
题只写出一种解答.为的是给读者留下思考的空间 •（3) 习题 • 对于每一节的习题在书末 
有详细提示或解答。每一章的®后有补充题，我们对每道补充题都写出了详细解答或提 
示。希望读者先自己独立思考做这些題，然后再看解答。读者可根据自己的实际情况选择 
其中一部分题来做 u 加号的题是比较难的题，或者不作为基本要求的题。我们希望读 
者通过阅读本书和做其中一部分题，提高数学素养，增强分析问题和解决问题的能力，扎实 
掌握高等代数的基本理论、基本方法和基本技巧》 

作者衷心感 谢本套 书的组稿编辑吴颖肀，她 为本套 书的编辑出版付出了辛勤的劳动。 

我们坦诚欢迎广大读者对本套书提出宝贵意见。 


丘维声 

于北京大学数学科学学院 
2005年06月 
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引言高等代数的内容和学习方法 


客观世界丰富多彩 • 几何学研究客观世界的空间形式，代数学通过运箅来研究客观世 
界的数粗关系，分析学用变化的观点研究客观世界中数量之间的确定性依赖关系，概率统 
计则研究客观世界中的不确定现象（即随机现象 ）• 

用字母表示数，使得客观世界中的未知 歎可以 用字母来表示，然后找出数遺之间的等 
贵关系 ，列成方程；利用运算律和等置公理解方程，便可求出未知量的值。于是解方程成为 
古典代数学研究的中心问题。 

n 个未知嫌的一次方程组称为"元线性方程组。研究 n 元线性方程组的统一解法，便 
自然而然地引出了矩阵的概念：由 * • m 个数排成的 s 行、 m 列的一张表。矩阵成为用消 
去法解线性方程组的非常便利的工具《 

研究线性方程组何时有解？有多少解？以及解集的结构，促使人们在”元有序数组的 
集合中规定加法 与数檬 乘法两种运算，连同运算律形成一个代数结构，称为 " 维向釁空间 • 
借用几何的语 H , 并且从几何空间受到启发来研究”维向《空间的结构，从而彻底解决了 
线性方程组的解的情况的判定和解集的结构问题。这一成功的范例促使人们进—步抽象 
出线性空间的 概念： 具有加法与数續乘法两种运算的集合，并且满足 8 条运算法则•用公 
埋化方法研究线性空间的结构，所得到的结论可适用于各种具体的线性空间，例如，函数集 
合对于函数的加法和数最乘法形成的线性空间 • 由于客现世界的数鼉关系中线性问题 （即 
均匀变化的问题）可以通过加法与数鼠乘法两种运算来表达 （例如 ，描述均匀变化现象的一 
次函数的解析式为 : y = hH "6, 其中是做数量乘法 ，^ r +6 是做加法），因此线性空间成为 
研究客观世界中线性问題的有力工具，对于非线件问题，经过局部化以后，便可以运用线 
性空间的理论来处理，或者可以用线性空间的理论研究它的某一侧面。线性空间是髙等代 
数的重要组成部分——线性代数的主要研究对象之 —• 

客观世羿的空间形式中许多变换 （例如 ，几何空间中平移、旋转、镜面反射、位似、相似、 
压缩等），客观世界的数量关系中许多确定性依赖关系，从运算的角度看，可以抽象成线性 
空间之间保持加法和数置乘法两种运算的映射，称为线性映射。线性映射是线性代数的另 
一个主要研究对象.可以说.线性代数是研窄竽笮罕哼吁竽竿哼枣哼孕毕。线性映射可以 
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用矩阵来表示，因此线性映射的理论与矩阵的理论有密切的联系。 

几何空间中有长度、角度、疋交（即垂直）等度量概念，它们可以统一用内积来刻画。由 
此受到启发，在线性空间，只要定义了内积，就可以引进度量概念。在实数域上的线性空间 
中，一个正定对称的双线性函数称为一个 内积； 定义了一个内积的有限维实线性空间称为 
欧 几里得 空间。 在复数域上的线性空间中，一个正定的、 Hermite 的共轭双线性函数称为 
一个内积;定义了一个内积的复线性空间称为酉空间，欧几里得空间和酉空间都是具有度 
量的线性空间，欧几里得空间（或酉 空间） 到自身的保持内积不变的满射称为正交变换（或 
酉变换），它们是保持度量不变的线性变换。 

综上所述,线性代数研究的对象及其内在联系 BI 以用下述框图表示， 


线性方程组 


^维向重 


丨矩阵 I 


| 线性空间1 


的 If 性度麗 


:空间 


\线性映射丨 

~ r 


保的 1 溫变 


上述这些是离等代数课程的第一部分的内容。 

关于一元高次方程 /( x )=0 的求根，很自然的思路是把方程左端的一元多项式因式分 
解。为此需要研究一元多项式环的结构。为了深人研究一元多项式的根，需要研究一元多 
项式环与一元多项式函数环之间的关系 • 一元二次方程的求根公式促使人们去研究一元 
高次方程有没有求根公式？早在欧洲的文艺复兴时代，人们就发现三次、四次方程都有求 
根公式 〈即方 程的根用系数经过加、减.乘，除、乘方、开方运算所得的公式来表达）。五次和 
五次以上的方程有没有求根公式？人们历尽了数百年艰辛的探索，最终于1832年由伽罗 
氏 ( Galois ) 利用方程的根的 S 换群给出了方程有求根公式的充分必要条件，从而证明了五 
次和五次以上的一般代数方程没有求根公式。伽罗氏这一天才的发现进一步促进了人们 
去研究抽象的群、环、域等代数结构。于是代数学的研究对象发生了根本性的转变。研$ 

斧巧^冬_， ( 例如： 群、环、域等>孕亭夸年 ( 即保持运算的 映射〉 率多孕举尽參 

' !^_代数课程的第二部分内容是研究一元多项式环的结构及其与一元多项式函数环 
之间的关系，进而研究 n 元多项式环的结构。 

髙等代数课程的第三部分内容是从整数集，数域 K 上一元多项式的集合，数域 K 上《 
级矩阵的集合等引出抽象的环的概念;从模/>剩余类的集合引出抽象的域的概念；从 n 元 
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置换的集合，正交变换的集合等引出抽象的群的槪念。 

高等代数的第二、第三部分内容及其内在联系可以用下述框图 表示: 

T 元高次方程的求 


|一元多项式坏 IH -元多项式函 


|>■元多项式坏I 


| 坏的 Bt 念 | - 域的 lg 念 i | 屏的《念 | 

高等代数的上述三部分内容有共同的 特点： 研究代数结构（线性空间，一元或》元多 
项式环.抽象的群、环、域的槪念）及其态射(线性映射 等）。 因此通过学习高等代数课程，可 
以初步领略近世代数学的风采。代数学研究结构和态射的观点已经渗透到现代数学的各 
个分支屮，从而学4高等代数课程可以通向现代数学的神奇世界。 

我们编著的 《高 等代数 K 第2版，上册、下 册） 贯穿一条 主线： 研究代数结构及其态射 
的观点。分成五个 模块： 线性方程组和”元有序数组形成的”维向貴空间，矩阵的运算及 
其相抵、相似、合间分类，一元和多元多项式环，域上的线性空间及其线性映射，具有度《的 
线件空间- 

怎样才能学 好离等 代数？ 

1. 要按照数学的思维方式学习高等代数。现察客现世界的现象，抓住其主要特征，抽象 
出概念或者建立模型：运用直觉判断、归纳、类比、联想、推理等进行探索，猜测可能有的规律 * 
然后通过深人分析、逻辑推理和计算进行论证，揭示亊物的内在规律，这就是数学思维方式的 
全过程。按照“观察一抽象一探索一捎测一论证”的思维方式学习数学是学好数学的正确途 
径，而且可以培 养正确 处理工作和生活中遇到的各种问题的能力，从而终生受益。 

2. 要掌握理论，包括概念、定理、基本方法以及所研究的问题的主线。只有掌握了理 
论，才能解决各种问题。 

3. 要把理论用于解决代数学和数学的其他分支，以及自然科学、社会科学和经济学等 
领域中的具体问题。 

4. 要适当地多做一些习题，要在理论的指导下 做习® ，要随时总结解题方法和技巧， 
有一些重要习题的结论也需记住，并可用在其他—些习题的 解題过 程中。 

5. 要注意从几何空间的具体例子受到启发，要把线性代数的理论用于解决几何学中 
的问题。 

6 . 要运用辩证法，具体问题具体分析。 
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客观世界的数量关系中线性问题（即均匀变化的问题）可以列出线性方程组来求解。 
计算机的迅速发展使得成千上万个未知墩的线性方程组也有可能求解，这需要给出统一 
的、机械的求解线性方程组的 算法。 本章给出了解线性方程组的髙斯 （ Gauss 〉 一约当 
( Jordan ) 算法，讨论了线性方程组解的情况及其判别准则。 

1.1 线性方程组的解法 


1 . 1.1 内容精华 

为了统一地研究线性方程组，约定把常数项写在等号的右边，含 未知霣 的项写在等号 
的左边。 

解线件方程组的基本 思路： 消去一些未知最（消 元〉， 变成阶梯形方程组。 

消去未知 M 的方 法是： 把一个方程的倍数加到另一个方程上，使某些未知歎的系数变 
成 0 , 为了使消元有规律叫循，有时需要把两个方程互换位置，或者用一个非零数乘某一个 
方程，方程组的这三种变换称为初等 变换。 经过初等变换得到的方程组与原方程组同解 
(即解集相等），从而经过一系列初等变换变成的阶梯形方程组与原方程组同解。 

把线性方程组中每个方程的系数和常数项按原来次序排成一张表，称为方程组的增广 
矩阵， 由此抽 象出矩阵的概念 ： j •讲 个数排成的 5 行、 防 列的一张表称为一个矩阵， 
其中第；行与第） 列交 叉位置的数称为这个矩阵的 元。 如果矩阵 A 的元为 
那么可以写 A =( a „ >。 元素全为0的矩阵称为枣矩阵，记作 （)• 行数与列数相等的矩阵称 
为方阵，/«行.、爪列的方阵称为《级矩阵= 

对应于线性方程组的初等变换，有矩阵的初等行 变换： 

1°把一行的倍数加到另一行上； 

2°互换两行的 位置； 
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3°用一个非零数乘某一行。 

用矩阵的形式来求解线性方程组的过程显得简洁。用矩阵消元法解线性方程组的步 
骤如图 1. 1所示。 



图 1.1 

阶梯形矩阵的特 点是： 

(1) 元素全为0的行（称为 零行〉 在下方（如果有枣行的话） • 

(2) 元索不全为0的行(称为非 零行〉 ，从左边数起第一个不为0的元索称为主元。各 
个非零行的主元的列指标随着行指标的递增而严格 增大， 

简化行阶梯形矩阵比阶梯形矩阵多了两条 要求： 

(1) 每个主元都是1» 

(2) 每个主元所在列的其余元家都是 <)• 

可以 证明： 任何一个矩阵都能经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵，并且能用初等 
行变换进一步化成简化行阶梯形矩阵(证明见 1.1.3 节提高 >• 

线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成的阶梯形矩阵，如果锒后一个非零行的主 
元在最后一列，那么相应的阶梯形方程组出现“0 = A 其中是非 零数） ”这样的方程，这个 
方程无解，从而阶梯形方程组无解，于是原方程组无解 • 

1 . 1.2 典型例题 

例1解 T 述线性方 程组： 

3xi 一 8x2 -{- 13 + 5j ：4 = 0 ， 

X\ 一 3x2 — 2x 3 — = 6* 

— 2 xi + x 2 —4 j : 3 + x ‘ =—12， 

—J：| + 4x 2 一工 3 — 3x 4 = 2. 






最后这个简化行阶梯形矩阵表示的线性方程组是 



因此原线性方稈组的解是（2, 一 1，1,_3). 
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点评： 

(1) 记号“②十① •（一3)” 表示把第一行的_3倍加到第二行上，此时第一行不变，第 
二行才变化。我们约定把矩阵的初等行变换的记号写在箭头的上方。由于经过初等行变 
换.一个矩阵变成了另一个矩阵.因此只能用箭头，不能用等号连接两个矩阵。 

(2) 为了尽量避免分数运算，例1的解题过程的第1步把矩阵的第一、第二行互换位 

S , 使“左上角”元素为1;第4步把第三行乘以 + . 接若第5步把第四行的1倍加到第三行 

上，使第三、第四行的“左上角”非零元为一1。 

(3) 例1的解题过程的第6步得到了阶梯形矩阵 • 为了进一步化成简化行阶梯形矩 
阵，首先把第三、第四行的主元变成1.然后使第四行的主元所在的列的其余元素变成0,这 
只要依次将第四行的适当倍数加到第三、第二、第一行上 ：接着 使第三行的主元所在的列的 
其余元素变成0,这只要依次把第三行的适当倍数加到第二、第一行上>最后 把第二 行的适 
当倍数加到第一行上，可以使第二行的主元所在列的其余元索变成0,化成了简化行阶梯 
形矩阵。从简化行阶梯形矩阵表示的线性方程组坷以立即得到原线性方程组的解（2, _1， 
1, 一 3), 这个解正好是简化行阶梯形矩阵的最后一列（写成行的形式） • 

例2解下述线性方 程组： 

2 xi — 3 x 2 + x 3 + 5 j : 4 = 6, 

* 一 3j| + j ：2 + 2^3 一 4x4 = 5* 

— Xi — 2x 2 3x s -f- Xi = — 2. 


解 


2-31 5 6 

-3 12-4 5 

(① •③） 

-1-2 3 1 -2 

一3 1 2 — 4 5 

一 1 -2 3 1 -2 


2-31 5 6 



0 - 7 7 7 2] I 0 0 0 0 13 


最后这个阶梯形矩阵的第三行的主元在最后一列，于是相应的阶梯形方程组的第三 
个方程为 “0=13", 无论取什么值，都不能满足这个方程.因此原线性方程 
组无解。 

例3解下述线性方 程组： 

r 2 xi -f x 2 — 3 x 3 + 5= 6 ， 

\ — 3xj + 2x z + :c 3 — 4; = 5 ， 
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0 *(- 1 ) 


1 一3 

0 1 

2 

一 1 

一 1 

1 

-11 

4 

①十② • 3 

- ► 

10- 

0 1 一 

1 2 1 

1 1 4 

0 0 

0 

0 

0 


0 0 

0 0 0 


最后这个简化行阶梯形表示的线性方程组是 


把以主元为系数的未知! *( 称为主 变置） 々•■ T , 留在等号左边，含其余未知 M (称为自由未 
知置的项移到等号右边.得 


p! = -2-r* + 1 ， ⑴ 

1 = x 3 — x 4 + 4. 

从 (1> 式看出， _ r 3 ，: c 4 取任意一组值，都可以求出取的值，因此原方程组冇无穷多个 
解。由于 （1) 式51以表达这无穷多个解•因此把 （1) 式称为原线性方程组的一般解，它是用 


含自由未知 M 的式子表示主变 S . 

点评： 

例3的阶梯形矩阵中非零行的数目2小于未知饊的个数4,于是例3的线性方程组中 
主变量 的数目2小于未知饊的个数 4. 从而必有自由 未知* •于是例3的线性方程组有无 
穷多个解。从最后的简化行阶梯矩阵可以直接写出一般解（1>式，但是要注意把 Q 由未知 
«的系数变号（因为在一般解中需要把含自由未知量的项移到等号右边）。 

例4 —个投资者想把10万元投人给3个企业所得的利润率分别是 
10%,12%,15%。他想得到 1.3 万元的利润。 

(1) 如果投给 A 3 的钱等于投给 A , 与 A : 的钱的和.那么应当分别给 a ” a 2 ， a 3 投资 
多少？ 

(2) 可不 BI 以投给的钱等于投给 A 3 的2倍？ 

解 设投给的钱分别为 ■ r ,， jr 2 ， j ' 3 ( 万元〉。 

(1) 由题意•得 




整理，得 


A 十 j : 2 , 

110%^ + 12%x t + 15%x s = 1. 3. 
(x\ -\- x 2 4- j ：3 — 10* 

< Xi + :2 — X 3 = 0, 

llOxi + I2x t ■+■ 15x 3 = 130. 


11 1 10 


11 1 10 

1 1-1 0 


0 0-2 —10 

10 12 15 130 


0 2 5 30 


1 1 1 10 110 5 

— - 0 1 2.5 15 ―- 0 1 0 2.5 

0 0 1 5 0 0 1 5 

1 0 0 2.5 

―- 0 1 0 2.5 . 

0 0 1 5 

原线性方程组的解是 （2. 5,2. 5,5)。 

因此投给 A ^ Aj . A , 的钱应分别为 2.5 万元， 2.5 万元，5万元 • 
(2) 由题意•且整理得 

( Xi + Xi + x 3 = 10 ， 

X| 一 2x 3 = 0* 

10 x , + 12 x 2 + 15 x 3 = 130. 


1 0 — 2 0 
10 12 15 130 ‘ 


0 一 1 一3 -10 
0 2 5 30 


— -010 

lo 0 1 - 

原线性方程组的解是（一20,40,一 10>。 


1 

1 10 

1 

1 

1 

-1 

-3 -10 — - 

0 

1 

3 

0 

一 1 10 

0 

0 

1 一 

1 0 

20] 1 

0 

0 

一 20 

1 0 

40 — - 0 

1 

0 

40 • 

0 1 

一 10 0 

0 

1 

-10 
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投给 A , 的钱为一20万元，这与实际问题不相符。因此投给 A , 的钱不能等于投给 A 3 
的钱的2倍。 

点评： 

(1) 从例4的第（2>小题看到，线性方程组虽然有解，但是它不符合实际问题的需要。 
我们把符合实际问题的解称为可行解 

(2) 关于投资问題，不仅要考虑利润率，而且要考虑所承担的风险。替如，例4中，虽 
然投给 A 3 的利润率最高，但是如果 投给九 的风险太大，那么不应 投给糸 太多。 

1.1.3 提离 

定理1任意一个矩阵都可以经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵。 

证明零矩阵按定义是阶梯形矩阵.下面考虑非零矩阵，对非零矩阵的行数 * 作数学 
归纳法。 

5=1时,矩阵只有一行，这是阶梯形矩阵。 

假设 S -1 行的矩阵都能经过初等行变换化成阶梯形矩阵，下面看 S 行的矩阵它的 
(»，）〉元用~表不。 

如果 A 的第1列元索不全为0,那么互换两行位 S 可以使矩阵的（1,1〉元不全为0,因 

此不妨设 A 的（1，1>元 a „^0, 把 A 的第丨行的倍加到第2行，第1行的一 h 倍加到 

an a\\ 

第3行，…，第1行的一&倍加到第 s 行， A 变成下述矩阵 B : 
an 



把 B 的右下方的 （ s —1 )XU — 1) 矩阵记 作氏， 

如果 A 的第1列元素全为0,那么考虑 A 的第2列•若 A 的第2列元素不全为0,不 
妨设 a lz #0, 把 A 的第1行的适当倍数分别加到2,3,…， S 行上，可以把 A 变成下述矩 

阵 C : 




0 

a\2 

an … 

dim 

c = 

0 

0 

fl22 

fl 2 3 - an … 

Gl2 

a 2m — —a lm 


0 

0 

a,z 

- an … 

^12 

a a 

a, m - flu 

ait 


把矩阵 C 的右下方的 G - l ) X U —2) 矩阵记作 C , 。 

如果 A 的第1、2列元素全都为0,那么考虑 A 的第3列，依次类推。 

由于 …都是 s —1 行矩阵，根据归纳假设，它们可以经过初等行变换分别化成阶 
梯形矩阵乃 ， J Z , …。因此 A 可以经过初等行变换化成下述形式的矩阵之一： 



这些都是阶梯形矩阵。 

根据数学归纳法原理，对于任意自然数行非零矩阵都可以经过初等行变换化成阶 
梯形矩阵。 • 

推论1任意 一个矩 阵都可以经过-系列初等行变换化成简化行阶梯形矩阵。 

证明据定理1,任一矩阵 A 可以经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵 J 。 把 J 的 
每个非零行乘以一个适当的非零数，坷以使每个非零行的主元变成1。然后把鍛后一个非 
枣行的适当倍数分别加到它上面 的每- 个非零行上，可以使最后—个主元所在列的其余元 
索变成0,接肴对倒数第二个非零行做类似的工作，可以使倒数第二个主元所在列的其余 
元索都变成0;依次下去，最后把第二行的适当倍数加到第一行上，可以使第二个主元所在 
列的其余元索都变成0,从而得到一个简化行阶梯形矩阵。 


习题 1.1 

1. 解下列线性方 程组： 

(1) f JOi — 3 x 2 — 2 x 3 = 3 * 
■j— 2xi + xz — 4x 3 =— 9* 
l — A + 4 x 2 — x 3 =— 7 ； 


(2) xj -h 3 x 2 4 - 2x 3 = 1 * 
2xi 4 5 j: 2 + = 7, 

3xi -f 7 x 2 4- x 3 =— 8, 
—Xi — 4x 2 + X 3 = 10? 
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(3〉 x \ — 3 x 2 — 2 x 3 — x 4 = 6, 

3xi — 8 x 2 + + 5x 4 = 0, 

2 xj + jt 2 — 4 x 3 + x 4 = — 12, 
l 一 : ri + 4 x 2 — x 3 — 3 x 4 = 2? 


(4) 


Xi 4 - 3 x 2 — 7jt 3 =— 8 9 
2xj 4 - 5x 2 4 - 4x 3 = 4, 

一 3 xi 一 7 x 2 — 2 j : 3 =一 3， 
•Ti + 4 x 2 一 12 x 3 =— 15 ； 


(5) 


x\ — 2x 2 "+• 3x 3 - 4 x 4 = 4t 

工 i + xz — x 3 + x A =— 11, 
JTi + 3 x z + x 4 = 1. 

― 7x: + 3 x 3 -f- x 4 =— 3. 


2. -个投资者想把 1 万元投入给 3 个企业 A lf A 2 , A s , 所得的利润率分别为12%, 
15%,22%。他想得到2000元的利润。 

(1) 如果投入给 A : 的钱是投给的2倍，那么应当分别给 A , , A : 投资多少？ 

<2)可不可以投给 A 3 的钱等于投给 A , 与 A z 的钱的和？ 

3. 解下列线性方 程组： 


( 1 ) f 2 x \ — 3： r 2 + « Tj + Sxi = 6* 

■j 一 3 a：i + x 2 + 2 x 3 — 4 x 4 = 5* 
i — xj — 2 x 2 + 3 x 3 + Xi = 11 j 


(3) 


X \ — 5 x 2 — 2 xi = 4* 
2 x \ — 3 x 2 + x 3 = 7, 

—Xi + 12 x ： + 7 xj = 一 5 ， 
X\ -f 16 x 2 + 13x 3 = 1. 


( 2 ) 


x \ — 5 x 2 — 2 xi = 4, 
2xi — 3x 2 + xj = 7, 

—xj + \2xi + Ixi =— 5* 
xi + 16 x 2 -f- 13x s =— 1» 


1.2 线性方程组的解的情况及其判别准则 

1 . 2.1 内容精华 

n 元线性方程组的解的情况有哪几种可能？如何判别？ 

由于经过初等变换得到的方程组与原方程组同解，并且任一矩阵可以经过一系列初等 
行变换化成阶梯形矩阵和简化行阶梯形矩阵，因此只讨论阶梯形方程组的解的情况及其判 
别准则。 
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设阶梯形方程组有 n 个未知量，它的增广矩阵 •/有 r 个非零行。 

情形1阶梯形方程组中出现 “0 = A 其中 d 是非零数>”这种方程，则阶梯形方程组 
无解。 

情形2阶梯形方程组中不出现“0 = ^(其中 d 是非零数）”这种方程，此时它的增广矩 
阵 J 的最后一个非零行的主元不能位于第 《+1 列.因此把 J 经过初等行变换化成 
简化行阶梯形矩阵,，则,也有 r 个非零行，从而有 r 个主元 • 

情形 2. 1 r = n 。 

此时人有”个 主元。 由于人有 / I +1 列，且第《个主元不在第 《 + 1 列上，因此人的 
n 个主元分别位于第1，2,…， n 列。从而必形如： 



因此阶梯形方程组有惟一解 ： （A . cj .-. f .- i …). 

悄形 2. 2 r < n . 

此时丨 表示的线性方程组有 r 个主变* 尤,，4:,...，4，从而有 n — r 个自由未知* 
把含自由未知 撤的项 移到等号右边，且省略写“0 = 0”这样的方程，得 

a：i = + + f>u 一， 

x, t = bni ix + — + +d t , 

••• ••• ••• ••• 

X ir = br\Xi x -f ― + br^rXi^ + d r . 

从 （1> 式看出，自由未知最 A ，…， ■«：.._, 取任意一组值，都可求出主变貴 A ，4:，… ，&的 值， 
从而得到方程组的一个解。因此方程组有无穷多个解。 

综上所述，我们证明 I ■下面的 定理： 

定理丨71元线性方程组的解的情况只有三种可能：无解，有惟一解，有无穷多个解。 
把”元线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵，如果相应的阶梯形方程组 
出现 “0 = ^( 其中 J 是非零数）”这种方程，那么原方程组无解；否则，有解。当有解时，如果 
阶梯形矩阵的非零行数网 r 等于未知景数0 «，那么原方程组有惟一解；如果 r <72, 那么原 
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方程组有无穷多个解。 

如果一个线性方程组有解，那么称它是相容的 ：否则 ，称它是不相容的。 
线性方程组解的情况的判定，以及有解时求解方法如图 1.2 所示， 


| 线性方程组的增厂#■:阵 | 



图 1.2 


上述解线性方程组的方法称为离斯 ( Gauss ) —约当 ( Jordan ) 算法。 

常数项全为0的线性方程组称为齐次线性方 程组。 （0,0, •••,()) 是齐次线性方程组的 
—个解，称它为零解；其余的解（如 果有） 称为非零解。从定理1的前半部分61知，如果一 
个齐次线性方程组有非零解，那么它就有无穷多 个解。 从定理1的后半部分 可知： 

推论1 n 元齐次线性方程组有非零解的充分必要条 件是： 它的系数矩阵经过初等行 
变换化成的阶梯形矩阵中，非零行的数目 r < n . 

从推论1的充分性可 得出： 

推论2 n 元齐次线性方程组如果方程的数 H s 小于未知 M 的数目 n , 那么它一定有非 
零解。 

1.2.2 典型例题 

例1对于 a 的取值，讨论下述线性方程组的解的 情况： 
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工 I + x 2 -f x 3 = 3f 

2xi 4- x 2 — 似 3 = 9 ， 

l Xi — 2 工 2 — 3x 3 = 一 6. 


1 

1 1 3] 


111 3 

2 

1 —a 9 

— - 

0 —1 1-2 3 

1 一 

-2 一 3 —6. 


0 —3 一 4 _9 


1 1 1 

3 



0 1 a -4- 2 

一 3 



0 0 3 a + 2 

-18 



从最后这个阶梯形矩阵看出•原线性方程组无解当 a 仅当 3 a 十2 = 0,即 
当^关_|时 ，3 u + 2 关 ()• 从而阶梯形矩阵的 非零行 数目为3,它等于未知量的数目。 

此时原线性方程组有惟一解。 

例2在平面内三条直线分 别为： 

/ ls x + y = l » hi 3 j ~3>=1; l,, 4 x -10>=-3. 

(1) 上述三条直线有没有公共点？有多少个公共点？ 

(2) 改变直线6的方程中某一个系数，得到直线^的方程，使得6没有公共点。 
解（1〉考虑线性方程组 

J+ >» = 1* 

- 3 x — y — I* 

Ax — 10 y =一 3. 


1 1 1 1 

o 11 


1 1 1 

n 一 a — 9 


1 1 1 

0 2 1 

3 _ 1 1 

4 -10 一3 


u 一 ** c. 

0 一 14 一 7 


0 2 1 



11 1 


1 0 \r 


0 1 1 


2 

1 


0 1 2 


0 1 Y 


0 0 0 . 


0 0 0 


1：述线性方程组有惟 一解： 因此直线有惟—的公共点，它的坐标 
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是 ( T ，" F )。 ' 

(2) 从第 （1) 小题的求解过程看出，只要把/ 3 的方程中: y 的系数“一10”改成“_4”，则 
阶梯形矩阵的第三行的主元便位于最后一列。从而线性方程组无解。 

根据上一段的分析，令 A : 4 x -4 y =-3. 



相应的阶梯形方程组出现方程“0=—3”。因此原线性方程组无解。于是直线没 
有公共点。 

例3是否存在二次函数 y = a /+6_ r + c ， 其图像经过下述4 个点： 
P (0,2), Q (-4,1), M (-1,3), N (1,2). 

解二次函数 y = ax 2 +bx + c 的图像经过点 P 、 Q 、 M 、 N , 当且仅当下述线性方程组 
有解。 
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相应的阶梯形方程组出现方程“0=_11”，因此原线性方程组无解。从而不存在二次 
函数，其图像经过点 P 、 Q 、 M 、 N 。 

思考： 是否存在二次函数 y = ax 2 +6: r + c ， 其图像经过3 个点： Q ( — 4，1)、 M ( — 1，3)、 
N ( l ，2)? 

例 4 一个投资者想把10万元投入给3个企业所得的利润率分别是 
10%,12%，15%。如果他投给 A 3 的钱等于投给 A , 与 A 2 的钱的和，求总利润 /( 万元）的 
最大值和最小值；分别投给 A ,4,烏多少万元时，总利润达到最大值？ 

解设投给的钱分别为々，0： 2 ,*1： 3 (万 元）。 由題意，得 
xi + x 2 -f x 3 = 10, 

Xs = Xi 

\0%x^+12%x 2 ^IS%x 3 =/• 

整理，得 

[ x , + Xt -h JT S = 10, 

•< Xi 4- x 2 — Xi = 0 t 
ilOx , +12 x 2 + 15 x 3 = 100/. 

1 1 1 10 111 10 

1 1-1 0 ―- 0 0-2 一 10 
10 12 15 100/ 0 2 5 100/ — 100 

111 10 110 5 

― ► 0 1 2.5 50/ - 50 ― - 0 1 0 50/ - 62. 5 
0 0 1 5 0 0 1 5 

1 0 0 -50/+ 67. 5 

- - 0 1 0 50/ - 62. 5 

0 0 1 5 

因此原线性方程组有惟一解： 

(— 50/ + 67. 5, 50/— 62. 5, 5). 

由于投给 a ,， a 2 的钱应当大于或等于0,因此总利润 i 应 满足： 

-50/+ 67. 5 >0, 

50/ - 62. 5 > 0. 

解得，1.25</<1.35„即总利润的最大值为 1.35 万元，最小值为 1.25 万元。 


当；=1.35时 ，一 50 X 1. 35 + 67.5=0, 50 X 1.35-62.5 = 5. 

因此投给的钱分别为0,5,5(万元)时，总利润达到最大值 1.35 万元。 
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点评： 

(1) 直观上看，由于投给 a 2 的利润率高于投给 A , 的利润率，因此当不给投资时， 
将达到最大的总利润。由于前提条件是 ： r ,=: r ,+: c 2 , 因此当 x ,=0 时，有 x 3 = A , 又由于 
A + A + AsK ), 因此： r 3 = : r , = S . 即投给 A ,, A s , A 3 的钱分别为0, 5,5( 万元〉 时，总利润 
达到最 大值： 12% X 5 + 15% X 5 = 1.35( 万 元）， 

(2) 投资问题不能只考虑利润率，还应当考虑风险。例如，虽然企业 A 3 承诺利润率为 
15%,但是万 一 A 3 破产了，不仅利润率15%兑现不了，而且有可能连投给 A , 的本金也归 
还不了。所以不能肓目地看哪个利润率高就把钱投资给谁。 

例 S 下述齐次线性方程组有无非芩解？若有非零解，求出它的一般解。 






由于阶梯形矩阵的非零行数 B 3 小于未知童数目4,因此原齐次线性方程组有非零解。 
它的一般解是 

[ x \ =— 3 x , , 


l - r 3 — 2 x , , 


其中: r 4 是自由未知量。 


习题 1 . 


1. Ci 为何值时，下述线性方程组有解？当有解时，求出它的所有解。 

X \ — ix z -f 2 x 3 =一 1， 

-—xi 4- 1 lx t — xj = 3* 

3xi — 5 j 2 + 7x 3 = a. 

2. ti 为何值时，下述线性方程组无解？ a 为何值时，此方程组有惟一解？ 


< xi + 2 x z — axi = 9* 

I 2 xi — + 3 jt 3 = 6. 

3. (1) 下述线性方程组有无解？有多少个解？ 

1 x + 7=1， 

■ r _3 尸一1， 

10 j -4 y =3. 

(2) 改变第 （1) 小越的方程组的一个方程的某一个系数，使得新的方程组没有解。 

4. a 为何值时，下述线性方程组有解？当有解时•求它的所有解。 

X , + x 2 4- x 3 4- x 4 =— 7, 
x \ + 3j 3 - a = 8 ， 

• a 十 2 jt 2 — x 3 4- j : 4 = 2 a 十 2 ， 

3 a + 3 jt 2 + + 2 j : 4 =— 11 ， 

2 x , -h 2 x z + 2 x 3 - I - x 4 = 2 a . 

5. 当 c 与 d 取什么值时，下述线性方程组有解？当有解时，求它的所 有解。 


3 xj - f - 2j ：2 + A + — 3 x $ = c * 

工 2 + 2: t 3 十 2* r « 十 6 j: s = 3 ， 

5 xi -f 4 x 2 4 - 3 x 3 + 3 j : 4 -is = d . 
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6. 是否存在二次函数: y=a:r 2 +6:r+c, 其图像经过下述4 个点： P( 1，2) ,Q ( —1 ,3) , 
M(-4,5),N(0,2) o 

7. 下列齐次线性方程组有无非零解？若有非零解，求出它的一般解。 

(1) 3工| 一 5 x ? + : r s — 2 xa = 0. 

2xi -f- 3:2 — 5 x 3 4- a：4 = 0, 

一 Xi + Ixi — 4ar 3 + 3ar 4 = 0* 

4xi 4 - 15x z — 7 x 3 4- 9x 4 = 0| 

(2) ( 5xi — 2x 2 -f- 4 jt 3 — 3jt 4 = 0 ， 

\ — 3 j：i -|- 5 j : 2 一 Xi -f- 2x 4 = 0* 

1 xi — 3 x 2 -f 2x s 4 - x A = 0. 

8. 一个投资者想把 1 万元投人给 3 个企业 A,,A Z ,A 3 , 所得的利润率分别是12%, 
15%,22%。如果他投人给 A 3 的钱等于投给 A, 与4的钱的和，求总利润 /( 千元）的 M 大 
值和最小值，此时分别投给 A,，A 2 ,A 3 各多少千元？ 

1.3 数 域 

1.3.1 内容精华 

把线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成简化行阶梯形矩阵时，需要做加、减、 
乘、除四种运算。为了不影响线性方程组的求解•所考虑的数集应当对加、减、乘、除四种运 
算封闭，即该数集内任意两个数的和、差、积、商（除数不为 0) 仍厲于这个数集•由此受到启 
发，需要引出数域的概念. 

定义1复数集的一个子集 K 如果 满足： 

(1) o.ieKi 

(2) a,beK => a 士 6 ， “6eK, 

“€尺，且6/0=> |-6K, 

那么，称 K 是一个 数域。 

定义1的条件（1>: “0，1€K” 可以 减弱成 “1€K”, 这是因为从条件 （2) 可得： 由于16 
K, 因此 0=1_1€K。 明确写出 “0,16K” 是为了指明 K 中包含关于加法的单位元0和关 
于乘法的单位元 U 
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有理数集实数集 R . 复数集 C 都是数域：但是整数集 Z 不是数域，因为 Z 对于除法 
不封闭。 

任一数域都包含有理数域，即有理数域是最小的数域。 

由定义1可知，复数域是最大的数域。 

, 在讨论线性方程组有没有解时，都是在一个给定的数域 K 里讨论，称“数域 K 上的线 
性方程组”。 

在讨论矩阵的问题时，也是在一个给定的数域 K 里进行，称“数域 K 上的矩阵”，例如， 
在做矩阵的初等行变换时，“倍数”、“非枣数”都是 K 里的数。 

1 . 3.2 典型例题 

例1令证明 Q (#) 是一个数域。 

证明 0 = 0+07?€0(#)，1 = 1+0#€(3(>/^>. 

设 a = a 七 b 界 、 + 则 

a ±#=( a +6>/ J ): t(c + c />/^> = ( a ± c ) + (6± d )>^ eQ ( V ^， 

a p= {a + b^2){c-\~d >/2) = (ac+26c/) + (a^-f 6c)>/2 6 Q(^2) « 

设_0,则 c ， c / 不全为 0, 从而(否则 ，c = d #， 于是#0,由此推出含= 
斤,矛 盾）。 因此有 

a _ a 十6 >/Z __ (q b - j 2 )ic — d >/2) 

J — c 七 dh — (c + ^ V ^ Kc - rf ^/2) 

• _ (ac — 2bd ) H~ (6c — ad) >/2 

= c 2 - 2d 2 

综上所述得出， Q (#) fi —个数域。 

点评： 

从例1看到，数域不仅有 Q . R . C , 还有 Q ( V ^) 等。 

例2令 

E= (lr^l ao,a,,6o,ft, ez l* 

E 是数域吗？ 
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解 由于 

1 I 1 一 l+2jt_l+2it rF 

n + r +^ _ nd + Tt ) - 任 E ， 

因此 £ 不是数域。 

思考： 从例2的解题过程能否看出，对集合£的元素做怎么样的修改.得到的数集是 
—个数 域呢？ 

习题 1.3 

1. 令 Q ( i > = U +6 i | a ，6€ Q }, 证明 Q ( i > 是一个败域_ 

2•令 

p _ (go + a t e 十… + a . e " I n 为任意非负整数， a , ，&> 6 Z . I 
1*0 +&e + … + 6 _e_ lo<i'<w. I 

证明 F 是一个数域，其中 e 是自然对数 的底. 

补充題一 

1. 解下述线性方 程组： 

(1 >Jl + 十 13+ …+ X m = b \^ 

A + ( 1 + a 2 >1 2 + j : 3 + …+ x n = b 2 ， 

• • a ■•參 ••• 參《« 

Xj - f - j ： 2 + j ： 3 + … +(1 + Ojt , = 6,， 

其中〜#0,« = 1，2，...，》，且丄+丄+ — +丄关一1. 

Cll 02 Om 

分析： 如果写出增广矩阵进行初等行变换化成简化行阶梯形，由于系数含有字母，做 
起来比较麻烦。于是换一个思路，观察每个方程的特点，发现第:个方程的左端为 （ A + x 2 
+… +: rj + a ,: r .。 如果能够先求出1,+*1： 2 +… + A 的值，那么就容易求出 X ,的值。 

解令: y =: r 1 + a: z + m + : r •，则 原方程组可以写成 

y-haiXi = 6, * 

y - f - a t xz = b ?, 
y -\- a n x n = 6„. 

由此得出（已知关 0， f = l ,2，〜，; i ) 






把这 〃个式 子相加，得 


y = …+匕)一 （ 丄+丄+…+丄)，• 

\^1 a 2 a„ / \ai a 2 a„ / 

由已知条件可看出上式是 y 的一元一次方程，记 

5 = 1 +丄 + 丄 + •••+ 丄， 

02 a , 

解上述一元一次方程，得 

于是 

X, = — -- y] -*■» i = 1 ， 2, 

a, a,s a , 

这已经求出了原线性方程组的解. 

点评： 

从第1题的解法看出，要学会运用辩证法，具体问题具体分析。我们既要掌握解线性 
方程组的 通法： 高斯一约当算法，又要善于观察含宇母系数的线性方程组的特点，一把钥 
匙开一把锁。 

2. 解下述线性方 程组： 

Xi 4- 2 j: 2 +3 工 3 + … +(n—l)_r»-i + nx. = b,, 

nii + x t 4 - 2j：i + …+ (n — 2 )j:^i + (n — l)x. = b t . 

• •參 ••• ••• ••• ••• ••• 

2xi + 3 x 2 4- 4x 3 + — -f nx^i + x n — f>„. 

提示： 观察此方程组的特点：第一个方程的各个未知量的系数向右移一位，便得到第 
二个方程的系数；依次类推。因此将这 ”个方 程相加，得 

+* r 2 4* … +:,) = 
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令7=4+:^+… +A ，由上式得 

y = -^rr,% b - 

从第一个方程减去第二个方程，得 

(1 — n)x\ + 工 2 + jt 3 + …+ x^i + x, = 61 — 6 2 . 

由此得出 y—nxx =61—62. 

从而 

Xl = 士 (r & +匕> = ^[(^ qri ) E 6 >)-^ +*«]• 

类似地，从第二个方程减去第三个方程可求出 X 2 , 从第三个方程减去第二个方程可求 
出而 ，…， 从第；1个方程减去第一个方程可求出 

3. 解下述线性方程组： 

•Tl + 工2 + …+ 工- = 1 ， 

■ r 2 + … +:*：■ + =2, 

••• •參* ••• ••• 參»* ••• 

X .*-! + X^-i + — + X 2, = n-h 1. 

提示： 这是阶梯形方 程组. 从第 /I+1 个方程可得 

工薄" =— JT —2 —… 一 0：21 + ^ + 1. 

从第个方程减去第；1十1个方程，得 

X . = X Zm — 1. 

从第”一 1个方程减去第 n 个方程，可求出 A-, 的表达式，依次 下去。 最后从第1个方程减 
去第2个方程，并且用: r- +l 的表达式代人，可得 

Ji =— x^z — ― — x im 4- n. 

于是可写出原线性方程组的一般解： 

XI = 一 - - 一 X 2(l + n , 

x z = x^i — 1. 

•r 3 = — 1 ， 

••• ••• ••• 

■ZVl = J2--I — 1， 

-r, = x 2w — 1 * 

=— x^z 一…一 12 麵 + « + 1 , 

其中 x n +2 ，《r lt+3 ，…， ：r 2 •是自由未知童。 
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许多问题需要直接从线性方程组的系数和常数项判断它有没有解？有多少解？本章 
对方程个数与未知量个数相等的线性方程组讨论这个问题。 

二元一次方程组 


+ a l 2 x t = b , , 
la 2 i xi + a n x t = bi ， 

其中 ail ，心,不全为 0, 不妨设关0,把它的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵。 


悄形1 a , ia 22 _ 尹0,此时原方程组有惟一 解: 


bia Z2 — than 
OnOzz ~ aizati 



情形2 a u a 22 - a l 2 a 2l =0,此时原方程组无解或者有无穷多个解。 
为了便于记忆表达式叫如_^ 12 七1，把它记成 



这个表达式称为2阶行列式。它是二元一次方程组 （1) 的系数矩阵 



( 2 ) 

(3) 


中，主对角线上两个元素的乘积 a „ an 减去反对角线上两个元素的乘积 a |2 a 2l 所得的表达 
式。因此也称这个表达式是2级矩阵 A 的行列式，简洁地记作 | A | ,或者 det A 。 

利用2阶行列式的概念，可以把上述结论叙 述成： 

命题 I 两个方程的二元一次方程组 （1) 有惟一解的充分必要条 件是： 它的系数矩阵 
A 的行列式（简称为系数行列式 ）1 AI 关0,此时它的惟一 解是： 



(4) 
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对于 n 个方程的》元线性方程组有没有类似的结论？这需要有 n 阶行列式的概念。 
这一章就来 介绍” 阶行列式的概念和性质，并回答上述问题。行列式在几何、分析等数学 
分支中也有重要应用。 

2. 1 / I 元排列 


2 . 1.1 内容精华 

从2阶行列式的定义可知，它是由两项组成的表 达式： a 12 叫 ，一项带正号，另 
—项带负号，如何决定这符号？观察这两项的区别仅在于列指标的排列不同，一个是12, 
另一个是21。由此可知，为了给出”阶行列式的槪念，需要首先讨论”个自然数组成的全 
排列的性质。 

n 个不同的自然数的一个全排列称为 一个” 元排列^ 
n 元排列的总数是 n !。 

在绝大多数悄形下，我们考虑由1,2,…， n 形成的”元排列，讨论它的性质，这些性质 
对于由任意"个不同的0然数形成的《元排列也成立 • 

在 n 元排列中，任取一对数 a , a > (其中 i < P , 如果 a ,< a ,, 那么称这一对数构 
成一个顺序 ：如果 a ,> a ,， 那么称这一对数构成一个逆序。一 个”元 排列中逆序的总数称 
为逆序数•记作… a ,). 

逆序数为偶数（奇 数） 的排列称为偶 （奇） 排列。 

对换改变 n 元排列的奇偶性. 

任一 n 元排列与自然序排列123 …” 可以经过一系列对换互变，并且所作对换的次数 
与这个 n 元排列有相同的奇偶性。 

2 . 1.2 典型例题 

例1求6元排列413625的逆序数，并且指出它的奇 偶性。 

解 从左边第1个数宇开始考察它与后面*些数字构成逆序，构成逆序的数对有： 

41, 43, 42, 32, 62, 65. 

因此 r (413625)=6„ 从而413625是偶排列。 

例 2 求 n 元排列 1)—321 的逆序数，并且讨论它的奇 偶性。 
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解左边第1个数字 n 与后面每一个数字都构成逆序，有（〃一 1) 个逆序；左边第2个 
数字 n - l 与后面每一个数字都构成逆序，有 （；! 一 2) 个 逆序; 依次下去，最后一对数21构成 
逆序，因此 

r ( n ( n -1)-321) =(” 一 l ) + (n — 2 )H - h 2 + l 

— 1) 十 1](；1 — 1) 一 n(rt 一 1) 

2 2 * 


当 ”=4 A 时，^^ = 二^ = 2价卜1), 


当 „ = 4*+1 时，士 f ^= (“+ 9 1)4 々 = (“+ im , 


当 ” = 4々+ 2时，^^= ( 4 叫 2 泄 12 =盼1 )(4 出), 

当 ” = 4々 + 3时， ” 

因此当 n = \k 或 n = 4 A + l 时， n (; i _ l ) …321是偶排列；当 n = 4 k + 2 或 ” = 4 A + 3 时， 
n (; i —1)”*321 是奇排列. 

例 3 如果”元排列 ，人 的逆序数为 r , 求? I 元排列的逆序数。 

解 在” 元排列 W :" V ■•-…中构成逆序(顺序>的一对败，它们在•/中构 
成一对顺序（逆序），因此） 《>•- 1 ... jzh 中构成順序的数对有 r 对，又由于排列 _；' 丄- 1 •• 

中从左至右构成的数对总共有 cl = n(，， 2 - 对 ，因此 

r(>jVi ... hj 、） = n( "^~ D - r . 

.例 4 设在由 1,2, …， n 形成的 n 元排列 aia : … a * & 16 2 .，- 6 .-*中 • 
ai < A < … < a* ， &i <~bt <i … <i b ^ k . 

求排列 aia z ." a » H ”6 - * 的逆序数. 

解在 A 后面比 A 小的数有 (A —1) 个，于是〜跟它们构成的逆序有 （ a , — 1) 对 t 在 
a 2 后面比 a 2 小的数有 a 2 - l - l = a 2 -2 个（注意 “,< 02 〉，于是 a : 跟它们构成的逆序有 
( a 2 —2) 对； …；在“* 后面比〜小的数有 a*_l — U — l ) = a *— t 个，于是山跟它们构成的 
逆序有 ( a , —々)对，由于 6 1 <6 2 <>..<&. ，，因此在排列…中没有逆序。从而 
r ( aia 2 ••• a k b\bt 

= (ai — 1) + ( a 2 一 2) + … + ( a * — 灸） 

= (ai + a 2 + … + a *) — （1 + 2 + … + 灸） 
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.-*1 l 

•例 5 已知条件同例4,并且 QC 2 … C * 是… ， fl 2 ，•••，<**的一个々元排列，义木…尤 -* 是 
b \ ，6 2 ,…，乂-4的一个71—々元排列，证 明： 

(一 1 ) 心1 (2 …> 

= ( 一 l) rU lV c * >+r<rf l 4 V" rf --»> •(—— 1 ) 感 1 + «2 扣 ..+** • (— 

证明设 A 元排列 CiC 2 … C * 经过 S 次对换变成排列 fl | a 2 … a * • 由于 7*(042 •••〜） =0, 
因此七化……是偶排列，从而排列与 s 有相同的奇偶性。在上述 5 次对换 下巧元 
排列 t … …么 变成排列由于对换改变排列的奇偶性，因此 

(―1〉 〜 ?… V ^2 …心> 

=( — 1)*( — 

= (一 1 〉》<»，，: ~v (一 ly - rivn 、— 2)+ "+<、_*>+»<46 … u 
= (一 1)«1 + «2 +，+- * (— l ) 4 ^ 12 . 

例6 证明： 在全部；!元排列（；《>1)中.偶排列和奇排列各占 一半。 

证明对于 H >1, 把所有 n 元偶排列组成的集合记作 A B ，把所有 n 元奇排列组成的集 
合记作 Bp 作对换 （1,2), 由于对换改变排列的奇偶性，因此它给出了 到义 的一个映 
射 /• 设 /( awn 〉= /(6 丨6广火），则 

/[/(flifli …= Jtfibibt … b _)]. 

由于尸是恒等映射，所以七心…〜= 6,6 2 %6•，因此/是单射 • 

任取一个 n 元奇排列…么，则…‘）是供排列，并且/ [/( AU _>] 篇 
…义，因此/是满射，从而得出/是双 射。 故有 

习题 2.1 

1. 求下列各个排列的逆序数，并且指出它们的奇 偶性： 

(1) 315462； (2) 365412, (3) 654321； 

(4) 7654321； (5) 87654321； (6) 987654321? 

(7) 123456789； (8) 518394267； (9) 518694237。 

2. 求下列 n 元排列的逆 序数： 

(1) ( n — 1)(71 — 2>…21”； (2) 23 … （n —1>”1。 

3. 写出把排列315462变成排列123456的那些对换。 

4. 在1,2,…， 7 Z 的71元排列中， 
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(1) 位于第&个位置的数1作成多少个逆序？ 

(2) 位于第纟个位置的数《作成多少个逆序？ 
5. 计算下列2阶行 列式： 


(1)1 

3 一1! 

(2) 

0 0| 

(3)| 

一 2 5 


5 2 

* 

1 4 

； 

4 -10 


6. 利用2阶行列式，判断下述二元一次方程组是否有惟一解？如果有惟一解，求出这 
个解。 

[2 i \ — 3 x 2 = 7, 

I 5 xi 4 x 2 = 6. 


2.2 n 阶行列式的定义 


2.2.1 内容精华 

2阶行列式 

^11 ^12 

= a\\a 2 z — duan- 

a 2 i a 2 z I 

从 2 阶行列式的定义得到启发，给出”阶行列式的定义 如下: 
定义1 «阶行列式 


an an, a,. 
a %\ an 



是 n ! 项的代数和，其中每一项都是位于不同行、不同列的 ” 个元素的乘积，把这”个元素 
以行指标为自然序列排好位置，当列指标构成排列是偶排列时，该项带 正号； 是奇排列时， 
该项带负号，即 



= 2 


( 1 ) 
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其中 …入 是”元排列， D 表示对所有《元排列求和。 （1) 式称为《阶行列式的完全 

展开式。 

令 



则 n 阶行列式 （ 1) 也称为《级矩阵 A 的行列式，简记作 |A| 或者 det A, 

注意 ： n 级矩阵 A 是指形如 (2) 的一张表，而 n 阶行列式 |A 丨是指形如 （ 1) 的一个表达 
式。 n 级矩阵的记号是用圆括弧(或方括弧 ），n 阶行列式的记号是用两条竖线。 

由定义 1 立即 得到： 

• 1阶行列式 Id = a 。 

• 3阶行列式 

«■! a l2 du 

O-ll O z3 = (2i| «22<> 33 + (2|2<123(2 3| + «| 3 <221<>32 — ai 3 a Z 2<>3| 
a 3 i a>2 £»33 



• n 阶上三角形行列式的值等于它的主对角线上 71 个元索的乘积。 

上三角形行列式的值很容易计算，一般的行列式往往要化成上三角形行列式，以便计 
箅它的值。 

n 阶行列式的完全展开式中，每一项的 n 个元素的乘积可以按任意次序相乘，这时该 
项的符号如何确定？可以 证明： 给定行指标的一个排列级矩阵 A 的行列式 
IAI 为 

| A | = Yj <- DW 。. 〆 * 1 *， …》 

*1 

如果每一项按列指标成自然序排好位 ft , 那么 

I A |= X ； (- l ) rt,1 a . 〆 .'.. (3) 

2.2.2 典型例题 


例1计算下述;2阶行 列式: 
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0 

a\ 

0 

… 0 

0 

0 

a 2 

… 0 

0 

0 

0 

… a^-i 

a m 

0 

0 

… 0 


解 此行列式的每一行有 》—1 个元素为0 
项只有一项，从而这个行列式的值为 

(— 1) KIJ '"'' aiaj — =<— 


因此在它的完全展开式中，可能不为0的 


例2计算下述 n 阶行 列式: 


0 

0 

… o 

«1 

0 

0 

… a 2 

0 

… 

… 

. 

… 

0 

Om-i 

… 0 

0 


0 

… 0 

0 


解 


原式 ■(一 1>你--»-出 a | a :.“ a 『 |a . 



点评： 

例2中当 n = 4 时，这个行列式的值为 a , a 2 a , a ,. 这是反对角线上4个元家的乘积，它 
前面带正号。 

例3用行列式的定义计算 

a\ at a 3 a A as 

6| b z 63 64 bs 

0 0 0 Ci c 2 . 

0 0 0 d x d 2 

0 0 0 e 2 

解 行列式的完全展开式中，每一项都包含最后三行中位于不同列的元索，而最后三 
行中只有第4列和第5列的元素可能不为0,因此每一项都包含0,从而这个行列式的值 
为0。 

例4下述4阶行列式是 I 的几次多项式？分别求出它的/项和/项的 系数： 
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Tx x 1 Zx 

1 a - 5 -1 

4 3 工 1 ■ 

2 —1 1 j: 

解 4 阶行列式的完全展开式中，每一项都是取自不同行、不同列的 4 个元素的乘积。 
为了得到含的最髙次幂的项，第4行应当取第4列的元索 X ，此时第3行取第3列的元素 
: r , 第2行取第2列的元素 _ r , 于是第1行只能取第1列的元素 7: r . 从而这一项为 

7x A . 

由上述取法知道，其余项都不含/，因此这个行列式是 x 的4次多项式 ，分 项的系数为7 
为了得到完全展开式中含: r 3 的项，应当在三行中取含 x 的元索.其余一行中取不含 I 
的元索。从第1行开始考虑，若取 7: c , 则第2行只能取 X ,或5,或一 1，无论取哪一个元索， 
都得不到含 X 3 的项。 第1行若取第2列的元索 x , 则第2行取不到含的元素，从而应当 
在第3行取: r , 第4行也取工，于是第2行只能取1,这一项为 

(— l) I<lll,, x • 1 • X • X =— x 3 . 

第1行若取第3列的元索1,则第3行取不到含 X 的元索，从而得不到含？的项。第1行 
若取第4列的元素 2 a •，则第4行取不到含 I 的元素，从而第2行、第3行都应当取 r , 于是 
第4行取2,则这一项为 

因此多项式中 J ： 1 项为 

• r 3 项的系数为一5。 

例5 证明， 如果在 II 阶行列式中，第…行分别与第…列交叉位置 
的元素都是0,并且纟+ />;»，那么这个行列式的值等于0, 

证明行列式的完全展开式中，每一项都包含第行中位于不同列的元索， 
则有 A 个 元素。 由已知条件，第 i , 行只有 与第夂 ，…， j , 列以外的”一/列的交 

叉位置的元素可能不等于 0. 又由已知， *：>«—/• 因此每一项都含有元素0。从而这个行 
列 n 的值为0。 

习题 2.2 



1. 按定义计算下列行 列式: 





1 ) 


( 2 ) 


0 


0 a \ 
a 2 0 



3) 


0 0 0 1 0 

0 0 2 0 0 

0 3 8 0 0. 

4 9 0 7 0 

6 0 0 0 5 

计算下列 3 阶行 列式: 


：1) 





用行列式定义计算： 


0 

■•1 … 0 0 
0 ".0 0 


(2) 2-1 5 

3 1 一 2 

1 4 6 

(4) c 0 0 

0 aj a z . 
0 b \ bi 



b \ bz bz b A 6$ 


C\ Ci 0 0 0 • 

di d 2 0 0 0 

e 2 0 0 0 

4. ri 阶行列式的反对角线上 n 个元素的乘积一定带负号吗？ 

• 下述行列式是 x 的几次多项式？分别求出 /项和 X 3 项的 系数： 

5 x x 1 x 

lxl —x 
3 2 x 1 ' 

3 1 1 x 

6. 设 证明： 如果 n 级矩阵 A 的元素为1或一 1，则 IAI 必为偶数。 
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2.3 行列式的性质 


2.3.1 内容精华 


从行列式的定义可以推导出行列式的7条性质，如图 2. 1所示。 



图 2. 1 

注： 由性质2立即 得出： 有一行的元素全为0•则行列式的值为0。 
性质2、3、4、5、6、7中把“行”换成“列”，仍然成立 • 


把级矩阵 A 的行与列互换得到的矩阵称为 A 的转置，记作 A ' (或 A T ， 或 A 1 )。 










根据行列式的性质 1 .得 


I A , 1 = 1 A I . 


根据行列式的性质7,得 

如果 那么 | B | = | A |. 

根据行列式的性质4,得 

如果 那么 | B | = —| A |. 

根据行列式的性质2,得 

如果那么丨 B |= C | A |. 

其中 c 判. 

综上所述，得 

如果那么 | B |= Z | A |, 其中/ 是某个非零数 • 

利用行列式的性质7,性质4,性质2,可以把一个行列式化成上三角形行列式的非零数 
倍。这是计算行列式的基本方法之一 • 

利用行列式的性质3,可以把一个行列式拆成若干个行列式的和，其中每一个行列式 
都比较容易计算，这是计算行列式的常用方法之一 • 

2.3.2 典型例题 
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=- 100 


②+③ . 


=- 100 


=- 100 


3 — 


— 

3 

4| 

|o 

-4 

3| 


1 

1 1 


1 

1 1 

100 

0 

一 1 2 

=-100 

0 

-1 2 


0 

-4 3 


0 

0 一 5 


(-1) • (-5) =-500. 


点评： 


对于 3 阶行列式，尽量+要用完全展开式计算.尽可能利用行列式的性质来计算。例 1 
首先用性质 3 拆成两个行列式的和，其中第二个行列式利用性质 5 易知其值为 0; 第一个行 
列式利用性质 2, 性质 4 和性质 7 化成上三角形行列式，易于计算。 

例2计算下述《阶行 列式： 


k X A — A 

X k X ••• X 

■ •參 •■參 

A A A ••• k 

分析： 这个 n 阶行列式的特 点是： 每一行的元索之和等于常数 A+U — 1〉 A 。 因此，把 
第 2,3, …， n 列都加到第1列上，就可以使第1列有公因子 A + ( n _ l ) A , 把它提出去，则第 
1 列元索全为 1 。 从而用行列式的性质 7 •容易化成上三角形行 列式. 以下约定对于行列式 
的行进行变换的记号写在等号上面，而对于列进行变换的记号写在等号下面。 

解当时，有 


原式 • 


(D + © 
04 -( 3 ) 

① + © 


^ 4- (n — 1 )A A A 
是 + (n — 1 )A k A 

^ 4- (n — 1 )A A A 
A A 


=-f (n — 1 ) A ] 


k X 

A A 






=[/fe 4- (n — 1)A] 


0 


1 A A … 

1 k — X 0 … 

»• • ••• • • • •• • 

0 0 0 … i-Al 

=|> + («- l ) A ]( it-A 广 1 . 

当 n = l 时，上述公式也 成立。 ' 

点评： 

例 2 这个行列式在组合数学的对称设计中有重要应用•例 2 的解法不惟一，但上述解 
法是比较简洁和易于理解的，并且这种解法的思路可用于其他—些》阶行列式的计 算中。 
例 3 证明： 

ai + Cj 6i a\ C\ 6| a\ b 、 C\ 

a 2 -H c 2 b z - f - a t c 2 + b 2 = 2 a 2 b 2 c t 

a 3 -h c 3 b 3 4- a 3 c s -h as c 3 

证明左端行列式的每一列都是两组数的和，从而可以拆成 8 个行列式 的和。 由于两 
列相同，行列式的值为0,两列互换，行列式反号，因此 
ai - f - C | b \ -f a » q 十6】 

a 2 -f Ci bi -f a z c t 4- b 2 

a 3 + c 3 6 3 + a 3 c 3 + 办 3 

a\ b\ cj |fli b\ b\ a x a\ C| + b\ 

=a z b z Cz -f- a 2 b 2 b t -f- a 2 a 2 c z + b 2 

a 3 63 c 3 a 3 63 63 a 3 a 3 c 3 + 

ci bi Ci Ci b x b\ Ci a x Cj C\ a\ b\ 

+ c 2 b 2 c 2 + Cz b 2 b 2 + Cz a 2 c 2 c 2 a 2 b 2 

^ b 3 c 3 c 3 63 c 3 a 3 c 3 c 3 a 3 

ai b\ Ci o\ b\ Ci 

= a 2 b z c 2 +( — 1)(—1> A 62 c 2 

a 3 b 3 c 3 <23 Ci 

a, b' Ci 

= 2 a z b t c z 

a 3 63 c 3 

例 4 计算下述 n 阶行列式 （ n >2〉 ： 
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Xi — a x 

工 2 

… 

x m 

X\ 

工 2 —a 2 

而 … 

x H 

X\ 

Xi 

工 3 — a 3 … 

工 _ 


x 2 

ar 3 … 

•r •一 a ， 


其中 ^#0,1=1,2, — , n 0 

解法一 先把第1行的（一 1〉倍分别加到第2,3,…， n 行上，然后各列分别提出公因子 


a \ 9 a 2 ，… > a n ： 


解法二 



— ct \ 

x 2 


… 

x . 

原式 = 

— a 2 

a \ 0 

0 

— a 3 

… 

0 

0 



0 

0 

… 

— a . 



丑一 1 

£2 

£i 

•• £i 



a , 

a z 

as 




1 

一 1 

0 

•• 0 

=c 

hazaj — a . 

1 

0 

一 1 

•• 0 



1 

0 

0 

•• — 1 


V £i- 1 £i £i ... 

Tzi Oi a t a 3 a„ 

0 一 10 — 0 



=( - 1 广 1 (客 f 1 - 1 ). 



Xl — fll 

•12+0 

x 3 +0 

i_+0 


xi -f 0 

X 2 — a 2 

J：3 + 0 

工两 +0 

原式 = 

x, +0 

■r 2 +0 

x 3 一 a 3 

A+0 


j：i 屮 0 

•r 2 + 0 

x 3 + 0 

X n — CL n 
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右端行列式的每一列是两组数的和，从而可以拆成2,个行列式的和。由于两列成比 
例，行列式的值为0,因此在可能不为0的行列式中，至多只有1列是含: r , 的列，从而 



工 1 

0 

0 : 

0 


— <2l 

工 2 

0 : 

0 



工 1 

— 

a 2 

0 : 

0 


0 

x 2 

0 : 

0 


原式 = 

^1 

0 

—a 3 : 

0 

+ 

0 

xz - 

-^3 : 

0 




0 

0 : 

—* a m 


0 

Xz 

0 : 

一 Qn 




\~ai 0 

0 

: 



一 ai 

0 

0 

: 0 



0 

—a 2 

0 

: 

J- 


0 

— Oz 

0 

: 0 

+ … 

_ + 

0 

0 

— 

: 

X n 

+ 

0 

0 

— 

: 0 



0 

0 

0 

! 



0 

0 

0 

:— a H 


(― a 2 )( a 3 )•••(— a „ ) -h (— a x ) x 2 (一 )•••(— a .) 

+ ••• + (—q )(— (— a 3 > … j:, + (— ai ) (— a 2 ) (— a 3 )...(—O 
=( 一 1 广 1 +fl 1 a ： 2Va (l + m + a a 2 a 3 •••：!：■> + ( — 1 )"a … a, 

=( - 1>， f - 1). 


习题 2.3 


1. 计箅下列行 列式： 
(1) 513 

2 2 2 
196 203 199 


( 2 ) 


-1 203 j 
3 298 j 


5 399 I" 


(3) 

10-32 

(4) 

12 3 4 


-4 -1 0 -5 


2 3 4 1 


2 3 —1 -6 

5 

3 4 12 


3 3-41 


4 12 3 
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2. 计算下列71阶行 列式: 


(1) 

a 1 1 

… 

1 (2) 

a x 一 b 

dz •• 

• a H 


1 a 1 

… 

1 

. ? 

dl 

az—b •• 

• a n 


1 1 1 

… 

a 

l 

a 2 • 

• a m — b 


3. 证明： 



(h — bi 

b\—c x 

Ci—ai 





( 1 ) 

a z —b 2 

bi—Cr 

C2—a z 

= 0 ; 





(h 一 b 3 

th — Ci 

c 3 —^3 






a\ + 6 | 

b' +ci 

Ci^-ai 


ax 

b' 

Cl 

( 2 ) 

a 2 +62 

bi+ct 


= 2 


bz 

Cz 


a 3 + 6 3 

bi+c-i 

Cj+aj 


a i 

b. 

Cl 


4. 计算下列《阶行 列式: 


1 2 3 " a, +6, a^b 2 - a,+6. 

b 2 10-0 

• a 2 +bi a 2 + o 2 … a 2 十办” 

( 1 ) b 3 0 1 - 0 ; ( 2 ) • • 

. : : 

a m -\-bi a n -^ b 2 … a m + b ” 

b m 0 0 … 1 

2.4 行列式按一行 (列) 展开 

2.4.1 内容精华 

»阶行列式的计算能否转化成 1 阶行列式的计算？ 

定义1 n 阶行列式 IAI 中，划去第，•行和第）列，剩下的元索按原来次序组 成的” 
阶行列式称为矩阵 A 的 U ， p 元的余子式，记作 M ,,。 令 

A., = 

称 A ,, 是 A 的 （ i ， j ) 元的代数余子式。 

定理1 n 阶行列式 IA | 等于它的第 i 行元索与自己的代数余子式的乘积之和，即 
| A | = a , iA,i 4- a . 2 A . 2 + …+ a m A m 



第 2 章行列式 


• 41 • 


= ⑴ 

其中 1 ’6<1，2，〜，71>，（1>式称为71阶行列^按第；行的展开式。 

证明把 IAI 的完全展开式的 n ! 项按第£行的; I 个元素 分组： 

I ^ I = 2 (— …… 

人 

= S a v S (- 1)r ~ ，( - •••、 






= 2( - 1>^M ( 2 (一 1 严 1 〜 W .. Va “i •••a*-i.^i •••〜.) 


= S <- i > 
)-1 


>-> 

= 2 a '> A w - 

公式 （ l / 称为行列式按第 i 行的展 开式。 

定理 2 n 阶行列式 I Al 等于它的第 j 列元索与自己的代数余子式的乘积之和•即 
I A I =a,,Ai, +aj,A ti + ― +a v A v 

= 2 a »- A <>- <2) 
证明将 | A '| 按第 j •行展开，由于 A ' 的 (>, D 元等于 A 的 （~) 元，并且 A ' 的 ( j ，/) 元的 
代数余子式等于 A 的 （ Z , j ) 元的代数余子式 A ,, ，因此 

I A 丨= M ’ | = a^An + a 2 , A 2 , + ... + a , A ,. 

公式 （2) 称为行列式按第）列的展开式 * 

定理1和定理2把《阶行列式与” 1阶行列式联系起来，如果能利用行列式的性质 
把” 阶行列式的某一行(或某 一列〉 的 n ~ l 个元素变成0,那么”阶行列式的计算就转化为 
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一个 n -1 阶行列式的计算，从而大大减少了计算最（把计算 n ! 项的代数和转化成计算 
(«-1)!项的代数和），这是计算行列式的基本方法之二。 

定理3 n 阶行列式 IAI 的第 i 行元索与第々行 a 关 n 相应元素的代数余子式的乘积 


之和等于零， BP 

a ,, A „ + a c A a + …=0，当 * # i _. (3) 

证明为了使<3)式左端成为某一个矩阵的第 A 行元索与它自己的代数余子式的乘积 
之和.便于利用定理1,应构造矩阵 B , 使得 B 的第行元索为，…， a ■，而 第々行元素的 
代数余子式为，这只要使 B 的除第 A 行以外的其余行与 A 的相应行 相同。 


于是令 



第《 行 
a - 第左行 




由于 IBI 的两行相同，因此 IB |=0. 把 IBI 按第 A 行展开，得 
I B | = 十 a.zA K + …+ a«Aj.. 


因此 

a,i A»i + a ,2 A »2 + …+ =0 ， (.k ^ i ). 

由于行列式的行与列的地位对称，因此也有： 

定理 •》 ”阶行列式 IAI 的第 ； 列元素与第/列的相应元素的代数余子式的乘积 
之和等于零， BP 

t ^ A ,, + + …+ a — A ，,. = 0，当/尹_/. (4) 

范德蒙 （ Vandermonde ) 行列式在许多问题中有重要应用，它的值可以通过数学归纳法 


得到: 


a 2 a, 
a\ a! 

aT' aF 1 


ar 


= n (a.—〜）. 


(5) 


范德蒙行列式的特点 是：第1 行元素全为1，第2行是 n 个数…… 2 ,…， a ■，第3,4,…， n 行 
分别是这 n 个数的平方，3次方，…，次方 • 









从 （5> 式看出， n 阶范德蒙行列式不等于枣当且仅当 《,,〜，•••，〜 两两不等。 

由于 |A'| = |A|, 因此也有 

1 a, af : ar 1 

1 a 2 a| : aF 1 

1 a. : ar 1 

计算行列式的方法除了前面介绍的三种： （1> 化成上三角形行列式》<2)拆成若干个行列 
式的和；（3>把第2,3,…列都加到第1列上(适用于各行的元素和相同），还有5种 方法： 

(4) 按一行（或 一列） 展开，这是基本方法之二； 

(5) 归纳法 t 

(6) 递推关 系法； 

(7) 加边法（即升阶法 h 

(8) 利用范德蒙行列式。 



2.4.2 典型例题 


例1计箅下列行 列式: 



解 选择元素1所在的第1列，把这一列的其余元素变成0,然后按这一列 展开: 


0 -3 
1 —2 
原式=0 7 

0 0 




-3 

一 10 

13 

_3 

-10 

-7 

(-1) 2+, - 1 - 7 

13 

-3 

=- 7 

13 

23 

0 

一 5 

10 

0 

— 5 

0 



-；| =-5(-69 + 49) 


= 100. 
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例2计算下列行列式，并且把结果因式 分解： 

A -1 -3 一 2 

一1 A —7 -2 

2 14 A + 4 



A-1 一 3 

-2 


A-1 1 一 2 

原式 = 

一 1 A-7 

一 2 

= 

-1 A — 3 — 2 


0 2A 

A 


0 0 A 

=( 

-D-A 

一 1 

A- 

— 3 



= A ( A z -4 A + 4) = A ( A -2) 2 . 

点评： 

例2的3阶行列式用按一行展开的方法计算较简便，而且便于将结果因式分解。这种 
类型的3阶行列式在《高等 代数》 (第2版，上册）第5章中将再次 遇到。 

例3计算下述行列式，并且将结果因式 分解： 


-1 A-f 1 


0 ( A 2 -1)-1 -A A -1-1 
-1 A + l -1 1 

0 - A -2 A +2 0 

0 -A 2 A -2 

A z — 2 -A A -2 
(一1) 2+, (— 1) - A -2 A + 2 0 

-A 2 A -2 

A 2 — A — 2 ——A A — 2 

- - 0 A 十 2 0 =(- l) 2+2 U + 2> 

) 十 ② • 1 

- A +2 2 A -2 

^2—^ — 2 l 又 2 — 

= ( ； ( 十 2>(A — 2> = (A-f 2KA-2) 

- A +2 1 一 A 


A 2 _ A _ 2 A ■ 
-A + 2 A 


(A + 2 XA — 2) 


A 2 -4 
一； 1 + 2 






=(A + 2) z ( A -2) 2 . 
例 4 题目同 2.3 节典型例题的例4。 

解法三（加边 法）。 






1 

Xi 

x 2 • 

• x n 

X\ — fli 

^2 

… x H 


0 

•Ti —a\ 

Xl • 

• X n 

X\ 

工 2 — ^2 

… 

= 

0 

•Tl 

xt — a 2 • 

• x n 


Xl 

… x H — a„ 


0 

X\ 

xz * 

• x n — a n 






m 




1 x, 

Xz 

… x n 


i-E? 
.-1 a, 

•Ti 

^2 •• 

* X n 

一 1 — a\ 

0 

… 0 


0 

— 

0 •• 

• 0 

-1 0 

—a 2 

… 0 



0 


• 0 


... ... 


0 

— az 

一 1 0 

0 

… — a n 


s 

z 

0 • 

: 




0 

0 

• — CLn 


=( — l)”aia 2 …〜 ( 1 _ 2 ^ 1 ). 

例5计算下列 ri 阶行列式（《>2): 

x 0 0 0 0 a 0 

— 1 x 0 0 0 a\ 

0 一 1 x 0 0 az 


解法一（归纳法） 

«=2时， 


0 0 0 …一 1 x a ^2 

0 0 0 … 0 —1 


x a 0 

D 2 = = J ： +fl|J ： + fl0. 

—1 x + a x 


假设对于上述形式的 n -\ 阶行列式•有 

j ： 0 ••• 0 0 flo 

— 1 x ••• 0 0 a\ 


+ …+ a x x + a 0 ， 


0 0 … 0 — 1 x 4- a*_ 2 
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现在来看卜.述形式的 n 阶行列式，把它按第1行展3 

x 0 •- 0 0 a\ 

— 1 x — 0 0 a 2 

D„ =x : : 

0 0 … 一 1 x an-z 
0 0 0 — 1 x -f- a r i 

屮^广 2 + …十七工+ “!〉 + (— l 〉 1 

==? + a.r-1 j" - 1 + ••• -f-a 2 x 2 -f aiX4- a 0 . 

根据数学归纳法原理，此命题对一切自然数 ns 
解法二（递推关系法> 

把认 按第; I 行展开，得 



x 


+ (-l)^-(x + a..,) 0 

0 

其中 



x 0 0 … 0 < 2 0 

— 1 x 0 0 a\ 

E„^i = 0 — 1 x 0 a 2 

0 0 0 — — 1 a m 7 





= xE H - l 4 - (— 1 广 a 。 （一 I)" -2 = jcEh 十 a 0 . 

同理可得， E n - 2 = xE n - z -\- a l , — 9 E 3 = xE 2 +〜-< 。 

于是有 

E m l — xE rZ = a 0 f 

Ed — xE ^ % = a x , 

E 3 - xE z = a— 

上述第二式两边乘以 x, …，第 （n — 3) 式两边乘以，然后把第一式至第 U — 3) 式相 
加，得 

E m -i — x ri E z = 十山文十 … 

由于 


EV 1 = a。 + a | jr + …+ a_- 4 :r ■ 一 4 + a，- 3 x" _ 3 + a，- 2 • 


D„ = a 0 + 十…十 <2» 2^ 
例 6 计算下述 ri 阶行列式： 


0 0 0 


0 0 0 0 ― — 1 2 —1 

0 0 0 0 ― 0—1 2 

解 n = \ 时， D, = |2|=2。 下面设”>1，把第2,3,…， it 列都加到第1列上，然后按第 
1列展开： 

I 1 — 1 0 0 … 0 0 0| 




0 —1 2 — 


0 0 0 0 —- 

1 0 0 0 — 

=1 • Dn + (— m • (—】）■ 


0 0 0 
0 0 0 


0-1 2 
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= U 1. 

由此看出， D ^ Dz ， …，是首项为2、公差为1的等差数列。 

因此 D (i = 2+( n - l ) • 1 = 71+1。 

例7计箅下述《阶行 列式： 

a + b ab 0 0 … 0 0 

1 a + b ab 0 ••• 0 0 


= 0 


a 十 b al? ••• 0 0 , 


I 0 0 0 0 ••• 1 a-\-b\ 

其中 a^b 0 

解若 a = 0, 则 D w =y ; 若 6=0 , 则 D„=a\ 下面设关 0 且 6 关 0, 当时，按第 1 
行展开，得 

D„ =(a +6)Dn + (— l) M ad • 1 • D『 2 

=(a 6)0„_| — ahD^r-z. (1) 

由 （1) 式得 

D„ — aD r \ = b(D„-i — (2) 

于是 D 2 —aDi ,D 3 —aD z ，…， D, — aD,-， 是公比为 6 的等比数列 • 从而 

D„-aD m l = (D 2 -aD,)6^ z . (3) 

由于 Di = la+6l =a + 6， 

- I a+ 6 ab I ■ . .. • . 


因此 DziDfV 。 从而 


由 U > 式又可得出 


(a -f- 6) 2 — a6 — a 2 + a6 + 6 2 . 


D m - aD rl =b\ 


同理可得 


联立 （4)、（6) 式，解得 


D„ — 6D„-i = aCD.r-1 — 60^2). 


D m —bD^x = a". 


一 


当 ；i = l ，2 时，公式 （7) 也成立。 





例 8 计算下述^阶行 列式： 


2 … 71 — 2 n 一 1 

1 … ti — 3 n 一 2 . 


解这个 n 阶行列式是把第1行的元茱依次往右移1位得到的。当 时，把第1 
行减去第2行（即把第2行的（_1)倍加到第1行上>，第2行 减去第 3 行，… ，第 n -\ 行减 
去第 n 行 ，得 


原式 =I 


0 1 -n 


®+®.i ” ("+ 1 」 


7I(W + 1) 


nin + 1 ) 


= (— •(— l) 1+u 

= (— 1 -i L 1, 广 * 


当71=1,2时，上述结论也成立。 
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1 cr ? cr ! - cS - 2 3 

^ i cr ' c ^', - cr ^ ci ^ 

解 ^于“一心卜丄^因此把认的第 n 行减去第 ”一1 行，第 n _ l 行减去第«-2 
行，… ，把第2行减去第1行，得 

111— 1 1 

0 1 2 ― n —2 n — 1 

0 1 cl ― ci-i cl 

D.=. . 

0 1 C7\ - crJ； cTJ-a 

o i cr ' - 


例 9 设数域 K 上 72 级矩阵 A = ( a „>, 它的 （ D ) 元的代数余子式记作 A s 。 把 A 的每 
个元素都加上同一个数得到的矩阵记作 A ( t ) = ( a < i + t )。 证明： 

I A(f) | = | A 

■•■1 i-1 

证明 | A “）| 的每一列都是两组数的和，利用行列式的性质3,可以把 | AG )| 拆成 2” 
个行列式的和，由于两列相同，行列式的值为0,因此可能不为0的行列式至多只能有1列 
含元索 t 。 于是 




fl 12 • 

* CL\n 


t 

a 12 

… a Xn 

Mt) | = 

fl 21 


• a ln 

+ 

t 

^22 

… a 2 舞 


a., 

〜 • 

•• a m 


t 

a m2 

… 



|<2|i 

fl l2 

•• 

a\. r 

l t 

1 


\a^i 〜 . 
= I A \+tA n -f tA u - 

=I A I +/2 2 ‘ 
例 10 计算下述 /! 阶行列 


+ tA nX H -… + tA u + tA 2ll + … + tA n 
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0 

0 

0 





c^i 

cr 1 


1 n- 1 

= n — (n — 1 ) 

1 n 


点评： 

例 10 的解法是利用 3 组合数的性质之 一： cl =4 i + cil (/<”），以及行列式按一列展 
开的性质，把高阶行列式逐次降阶，并且使各列中出现的组合数4中元索个数爪逐渐变 
小，而取出的元索个数 々不变 •最终变成形如< a £ c ："' 这样的组合数，易于计箅。 

例11计算下述 n 阶列式 ( n >2) : 

1 x, +a„ j:J+ a zl xi+a：i — Jrr 1 + + … + 

1 x t +a xz x\ +<J 2 iJ-i — a*?" 1 _rr z + … +a，-in 

: i ' 

1 j :. +an x ；+ a 2 ,- r .+ a ： 2 — xr 1 + ari . H ：" 2 + … 

解此行列式的第 2 列是两组数与 （ a „， a „ ，…， a ”） 的和，第3列是3 
组数的和，…，第《列是 " 组数的和，从而这个行列式可以拆成2 • 3 • • ” = ”！个行列 

式的和。在这”！个行列式中，第2列为，…， a „)' 的行列式，由于第1列与第2列成 

比例，因此行列式的值为0;第2列为 ( a :,, 心，…， •!••>'&+；!! 个行列式中，只要第_；_列不是 
取 （ y - i ，片这一列，那么必有两列成比例，从而这样的行列式的值为0。因此 
可能不为0的行列式只有 一个： 
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x \ x \ 

^2 X \ 
x, x\ 


xT ' 1 

xT 1 


这是范德蒙行列式，从而原行列式的值等于 

IT (A • 
»<><•<« 

•例12计算下述 n 阶行列式（《>2> : 


cosaj 

cos2ai 

… cos(n—l>ai 

cosa 2 

cos2a2 

… cos(n — 1)®2 

cosa„ 

cos2a n 

… cos(n — l)a„ 


因此 


分析 由于对于 正整数 m ， 有 

costwo 十 isin/na = (cosa + isina)" 

= cos"a + Ci.cos'^'a • isina — Cicos-" 2 a • sin 2 a + ••• 

+ C^cosai—sin，+ C ： i_sin， a 
= (cos"a 一 C^cos^asin 2 ^ + •••) + i( Cl cos"""'a • sino + …） 

= [cos"a — C^cos"~ 2 a(l — cos 2 a) + …] + iCCiLcos" - ^ • sina + …) 

cosma = cos m a -f Cicos m a ~ G, cos" 2 a 

+ Clcos"~ 4 a(l — cos 2 a) 2 — Cl cos^aC 1 — cos 2 a) 3 


=cos"a (1 + CL + C ： + Ci + … ） 一 + 2C1 + …） 

+ cos^aCCl + 2 C 1 + …） + … 

由于 Z-sd + D - sl + C ^ + Cl + w + C ： 

cx-irsic+a—ci+ci —… 


因此 

从而 


1+CL+C1 + … • 2" = 2 m ~ l . 

cos/na = 2" _ 1 cos_a — ( G + 2CL + … > cos_ _ 2 a+ … 





解 

1 cosai 2cos 2 ai — 1 4cos 3 ai — 3cosai … 2" _z cos ,, ~ , ai ••• 

1 cosa 2 2cos 2 a 2 一 1 4cos 3 a2 — 3cosa 2 … 2* _2 cos" _l a2 + 

原式 = : : 

1 cosa, 2cos 2 a„ — 1 4cos 3 a, — 3cosa„ … 2"" 2 cos’ 1 a, 十 … 

这个行列式的第 3 列是两组数的和，第4列是两组数的和，…因此这个行列式可以拆成若 
干个行列式的和，其中行列式只要第）列不是取含的列，那么必有两列成比例，从 
而这样的行列式的值为0。因此可能不为0的行列式只有 一个： 

1 cosa, 2cos 2 ai 4 cos 3 a, … 2^ 2 cos 1 ^ 1 a\ 

1 cosa 2 2cos 2 a2 4cos 3 a 2 … 2 <r ' 2 cos" _, a2 

: ： . 

1 cosa, 2cos 2 a, 4 cos 3 a. … 2"" 1 cos’ 1 a, 

1 cosa, cos 2 ai cos 3 a, ••• 

1 cosa 2 cos 2 a 2 cos 3 a 2 ••• 

= 2* 4—2 W 2 

• 1 cosa, cos 2 a, cos 3 a” ••• 

因此，原行列式的值等于 



(ylHy-g) I ■ 

2 ~(cosa, — coso,). 


•例 13 计算下述 n 阶行列式 ( n >2) : 



分析这个行列式与范德蒙行列式的区别仅在于第《行不是 
为了利用范德蒙行列式的计算公式，在原行列式的第"列右边添加一列 （1 d ， y 2 ，•••，，•一 2 ， 
y --'， y )，。 在第7»-1 行和第”行之间指进一行 ( xl — 1 , xr '.-. x ： i ! . xr 1 形成一 

个 n +\ 阶行列式，它的 （ n ， n + l > 元的余子式即为 D ■，也就是 D nt . t 的完全展开式中 


y - 1 的系数乘以（一 1)— 即为认。 
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X? : r 2 2 … i z 


Ur 2 xV 


I x\ •••A x ： y" I 

= (.y — xi)(,y — x 2 )'^(y — x m ) Jf — x,). 
« +1 的完全展开式中 y 1 的系数为 


(xj +X 2 + ••• +X,,) JJ (Xi — Xj ) 


(xi -j- x 2 + ••• ar„) JJ (x •— x,) 


习题 2.4 


1. 计算下列行列式： 
(1) 1 一 2 0 
2 -5 1 


(2) 12-4-3 


(3) A-2 -2 2 

一 2 A-5 4 


2. 计算下述〃阶行列式 


a z a 3 


14-3-2 
(4) A-2 — 3 -2 

一 1 A — 8 — 2 
2 14 A + 3 


0 0 0 





3. 计算下述 71 阶行列式 (7 I >2): 

1 a, a\ — ar 1 

1 a 2 a\ - ar 1 

1 a H a\ ― ar 1 

4. 计算下述 n 阶行 列式： 

la a} 0 0 — 0 0 0 

1 2a a 2 0 ••• 0 0 0 

0 1 2a a 2 ••• 0 0 0 

D .=. . 

0 0 0 0 — 1 2a a 2 

0 0 0 0 — 0 1 2a 

5. 解 方稈： 


= 0 , 


其中 ai ， a 2 ，…，是两两不同的数* 

6. 计算下述 ri 阶行列式 （ n >2) : 

2 


2 n 一 1 2 
2 2 n 

7. 计算下述《阶行列式 
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. 计算下述 n 阶行列式 （ n >2>: 

1 2 3 … n - 

2 3 4 … n 

3 4 5 … 1 

n 1 2 … 7? — 

. 用本节典型例题的例9的结果，计算下列 n 阶行 列式: 

1) 1+JTiji 1+x, y z … 1+x^. 

1+^2 3»1 1+^2 3^2 …1+12% 

l-\-x m yi l+x m y t … l-\~x m y m 

2) 1+f t t — t 

t 2-\-t t ― t 

t t 3-\-t •" t 

t t f ••• n4-r 

0. 计算下述 n 阶行列式 

1 1 

1 ai 0 … 0 

1 0 a 2 0 

1 0 0 a^i 

1. 计算下述 n 阶行 列式： 

5 3 0 0 — 0 0 

2 5 3 0 — 0 0 

0 2 5 3 - 0 0 

0 0 0 0 — 2 5 




12. 计算下述 rz 阶行 列式: 



1+ x 2 


0 


0 


0 … 0 0 


D n = 0 


0 0 0 0 


13. 计算下述 《 阶行列式 ( n >2〉 ： 


X ，+ 1 x 2 -\-l 

+Xi x \ -f x 2 

x] -f X? o:| +xl 


•14. 计算下述 《 阶行 列式: 


xr+xr 2 orr 1 


— fl 3 a . … 0 0 


2.5 克莱姆 ( Cramer ) 法则 


2.5.1 内容精华 

现在来回答本章开头提出的问题：对于”个方程的72元线性方程组，能不能直接从方 
程组的系数和常数项判断它有没有解？有多少解？ 


i 4- a n x z -h . 


[ a m iXt 十 十 •• 
方程组 （1) 的系数矩阵记作 a , 增广矩阵记作 a 


+ a^nX n = b x ♦ 

-\-a 2n Jo n = b z , ⑴ 

+ a m x m = b n . 

对增广矩阵 A 施行初等行变换化成阶梯形 
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矩阵 J , 此时系数矩阵 A 被化成阶梯形矩阵 J , 其中 J 比； T 少最后一列。 

根据第1章 1. 2节的定理1,如果相应的阶梯形方程组出现 “0 = d ( 其中 d 关 0)” 这种方 
程，那么原方程组无解。此时/必有零行的这一行 （()，•••，0, d ) 对于来讲是（()，•••， 
0)), 从而 | =0, 

如果相应的阶梯形方程组不出现 “0 = d (其中 d 关 0)” 这种方程，那么原方程组有解。 
此时当； r 的非零行数目小于未知最数目 n 时，原方程组有无穷多个解。这种情形; r 有零 
行，从而 J 也有零行，于是 IJI = o . 

如果相应的阶梯形方程组不出现 “0 = d ( 其中 d 关0)_”这种方程，并且了的非零行数目 
等于未知量数目 n , 那么原方程组有惟一解.这种悄形/的非零行数目也等于”（否则，相 
应的阶梯形方程组会出现 tt 0 = A 其中关 0)” 这种方 程）. 于是 J 有” 个主元，它们位于不 
同列，因此 J 必定形如 

fen Cl, ― c, m ] 

0 Czz … < 


0 0 


其中 


* C 22 ' 


〜全不为零。从而 


I i I = C„c 22 *-c m # 0. 


上述表明：原线性方程组无解或有无穷多个解时，1川=0;有惟 -- 解时， IJ 丨关0。由 
此 得出： 

原线性方程组有惟一解当且仅当 m 尝 o . 

根据行列式的性质2、4、7,得出 

I y i = n A |, 

其中/是某个非零数 • 因此 m 关0当且仅当 | A |#0_ 结合上述结论，便 得出： 

定理1 ;«个方程的 n 元线性方程组有惟一解的充分必要条件是它的系数行列式（即 
系数矩阵 A 的行列式 I / VI ) 不等于零。 

从定理1的证明过程#到，季寧旱$甲疗0字〖，得出 

i A •初 •等 ft - 换 . ; . 

如果 A - -J . 

那么|_/|=/1八|,其中/是某个非零数。 

推论1 / I 个方程的》元齐次线性方程组只有零解的充分必要条件是它的系数行列式 
不等于零。从而它有非零解的充分必要条件是它的系数行列式等于零。 






现在来回答 / i 元方程的 n 元线性方程组有惟一解时，这个解能不能用原方程组的系数 
和常数项表达？ 

两个方程的二元一次方程组有惟一解时，它的解为其中 B ,, B 2 分别是 

把系数矩阵 A 的第1、2列换成常数项得到的矩阵。由此受到启发 ，把” 个方程的 n 元线性 
方程组 （1) 的系数矩阵 A 的第） 列换成常数项，得到的矩阵记作 = …，^来证明下 
述 结论： 

定理2 ”个方程的 n 元线性方程组 （1) 的系数行列式 IAI 关0时，它的惟一解是 
证明把: c , = $(j = l ,2, …， n ) 代人第 i 个方程的左端，得 

I B, I , ,, I B 2 | , „ I B. I 

a " jAj + 2 TAT + + ' I A I 

IB< 1 

= mSS aAA ^ = mS 6 * ( |? a ^ ) 

= jh b, 1A1 = 6 - 

因此有序数组 (2) 是线性方程组 （ i > 的一个解. 

从定理2的证明过程看到 ，芩® 旱 f 芩竽了«阶行列式 iai 
的第，行元素与第 * 行相应元索 •的代 i = ^ A ，. 为 IA 1; 当时， 
为0。 n 阶行列式的第）列元素与自己的代数余子式的乘积之和等于这个行列式 的值。 

在定理2的证明过程的第三步，把 | B ,1 按第） 列展开，注意 IB ,| 的 U ， j > 元的代数余子 
式与 IAI 的 ( D ) 元的代数余子式 A 〜一致。 

由此可知，利用行列式的性质2、性质4、性质7和行列式按一行 （列〉 展开定理，可圆满 
地解决《个方程的”元线性方程组直接从系数和常数项判断它是否有惟一解，以及这个解 
的公式表示问题。定理1和定理2合起来称为克莱姆 (Cramer) 法则。 
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2. 5.2 典型例题 


例1判断下述《元线性方程组有无解？有多少解？ 

0C\ + or 2 + fl 2 ： T3 + …+ o"~ x X. = 6i • 

X\ + a 2 x 2 + fl 4 «r 3 + … + x n = b 2 * 

••• •• • • •• ••• ••• ••• 

Xi 4 - a'xi + a u x 3 + … + a^ 1 'x n = b,, 

其中 a ^ O 并且当 0< r < n 时, 〆 关1。 

解由于且当 0< r < n 时， 〆 关1,因此 …， a "是两两不等的非零数，上述 
方程组的系数行列式为 


上式右端是范德蒙行列式，由于 a , « 2 ,…,/两两不等，因此这个范德蒙行列式的值不等于 
0。从而上述线性方程组有惟一解。 

例2当 A 取什么值时，下述齐次线性方程组有非零解？ 

(A — 3)xi — xi + x, = 0, 

—x\ + (A — 3 ) x 2 + x t =0 ， 

Xz + (A — 3)xj — x, =0, 

工 1 — a：3 + (A — 3)x t = 0. 

解此方程组的系数行列式为 









A-2 

1 

-1 


A-2 1 0 


=(A 

_3) 2 

A-3 

-2 

= 

(A-3) 2 A-3 A — 5 



1 

一 1 

A —4 


1 一 1 A — 5 




A —2 

1 

°| 

|A — 2 1 

o 1 

=(A 

— 3)(A — 5> 

2 

A-3 

l 1 

=(A-3XA-5) 1 A-2 0 



1 

- 1 

1 

1 1 i -i 

1 1 

=(A 

-3)(A — 5) 

A-2 

1 

1 

A-2 

= 

(A-3)(A-5)[(A-2) 2 - 1] 



= ( A _ 1 )(A — 3 ) 2 (A — 5>. 

从而上述齐次线性方程组有非零解 
㈡ ( A - l )( A -3) 2 ( A -5)=0, 

<=> A = l » 或 A = 3, 或 A = 5. 

例3讨论下述线件方程组何时有惟一解？有无穷多个解？无解？ 
X\ 4- ax 2 + = 2, 

- X\ -h x 2 十 2bxi = 2t 
X\ + J：2 — bxi =— 1. 

解此方程组的系数行列式为 


1 a 1 

1 a 1 

1 1 2b 

= 0 一 fl + 1 —1 + 26 

1 1 — b 

0 —a + 1 — 1 一 6 


— <2 + 1 — 1 + 26 ——“十 1 一 1 + 26 

—a + 1 一 \ 一 b 0 一 3b 

=( 一 a + 1) (— 36) = 3 (fl — 1)6. 

于是上述线性方程组有惟一解 
« 3 (a — 1)6 关 0， 

㈡ a 尹1且 6^0. 

当 a = l 时，对上述线性方程组的增广矩阵施行初等行变换化成阶梯形矩阵: 
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— 001 2 
0 0 0 26—1 


当 26— 1关0,即6大>|•时，相应的阶梯形方程组出现 “0 = 26— 1”这个方程，从而原线性方程 

组无解> 当26 — 1 = 0,即时，原线性方程组有无穷多个解。 

当6=0时，对原方程组的增广矩阵施行初等行变换： 



无论“取何值，最后一个矩阵都是阶梯形矩阵 • 由于相应的阶梯形方程组出现“0 = 3”这个 
方程，因此原方程组无解。 

综 上所述，当 a 关 1 且 6 关 0 时，原线性方程组有惟一解 | 当^ = 1 且■时，原线性方 

程组有无穷多个解；当 <J = 1 且6关 | 时，原线性方程组无解 | 当6=0时，原线性方程组也 

无解。 

点评： 

像例3那样，对系数带有字母的线性方程组讨论字母取何值时，方程组有惟 一解？ 有 
无穷多个解？无解？通常的做法是先计算方程组的系数行列式 | 然后确定方程组有惟一 
解时当且仅当字母不能取哪些值 i 最后讨论字母取这些值时，方程组是有无穷多个解还是 
无解？这一步通常是把方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵后来讨论。 

思考： 建立平面直角坐标系，分别考虑例3的线性方程组有惟一解，有无穷多个解，无 
解时，坐标为 U,6) 的点组成的集合是什么样子？ 




习题 2. 5 


1. 判断下述线性方程组有无解，如果有解的话，有多少解？ 

x x 4- 4x 2 •+• 9x 3 = » 

xi -I- 8x 2 -f- 27x z = b z , 
xi -f 16 j 2 4 - 81x 3 = ^3. 

2. 判断下述线性方程组有无解，如果有解的话，有多少解？ 
a\x x -f a\x z + ― + a\x u = 6,, 
a]xi + alxz 4- ― -f- a\x n = b 2 , 

••• 參*« ••參 ••• ••• 

ar H Xi -haz n x 2 + … 4 - a^ l x m = b n , 

其中 a , ，七 ，…，〜是两两不等的非零数。 

3. 当 A 取什么值时，下述齐次线性方程组有非零解？ 

(A — 2)x\ — 3j ：2 — 2x 3 = 0 1 

一 ： T| + (A — 8) ： r 2 — 2x s = 0 f 

2x, +14x 2 + (A-f 3 )x 3 = 0. 

4. 当 a j 取什么值时，下述齐次线性方程组有非零解？ 

axi 4 Xz Xi = 0* 

X\ ~h bx z + jtj =0 ， 

X \ + 2& r 2 - hx 3 =0. 

5. 当 <2、6 取什么值时，下述线性方程组有惟一解？有无穷多个解？无解？ 
ax v -f- x 2 Xi = 2, 

X\ -f bx z + jt 3 = 1 • 

X\ -H 2hx z + x z = 2. 

6. 讨论下述线性方程组何时有惟一解？有无穷多个解？无解？ 
ax x -f- x 2 + x 3 = 2 * 

x { -h &r 2 十 A = 1 ， 
x, + 2bx z -fx 3 = 1. 
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2.6 行列式按 fc 行（列）展开 

2 . 6.1 内容精华 

行列式可以按一行（列）展开，能不能按 A 行（列>展开？这首先需要*阶子式和它的余 
子式的概念。 

定义1 «阶行列式 IAI 中任意取定4行4列位于这些行和列的交叉处的 
k 2 个元素按原来的排法组成的 A 阶行列式，称为 IAI 的一个 ir 阶子式。取定 IAI 的第 
1 2 . — .1* 行（ I 、 ） ，第 j 、， ji ，…， jt 列 Ol <«/•*<>••<)*)，所得到的灸阶子式记作 

Vi ， h ，…， jJ 

划去这个 A 阶子式所在的行和列，剩下的元索按原来的排法组成的阶行列式，称为 
子式 （1) 的余子式，它前面乘以 

(一 1 )(•, 、 +••■■» 、 >+< W-.+V , 

则称为子式 （1) 的代数余子式。令 

{ i ; “’2, …“二 *} = U ，2, …，”}、“"“，…“*}， 
ij \ *>2 *•••*>» *} = <1 *2, — »>2 »•••*；*> . 

并且 夂 〈 Ao . cG -* 则子式 （1) 的余子式为 

•/ ./ ./ 

VI ， 72，...，_；•-* / 

定理 1(Laplace) 在 n 阶行列式 | A | 中，取定第 G , i 2 ，… ，乙 行 （6< l2 〈…〈“） ，则这走 
行元素形成的所有々阶子式与它们自己的代数余子式的乘积之和等于 IAI ，即 

I A |= S 々(“，…“* ). (3) 

证明 （3) 式左端|八|是》!项的代数和，现在来看右端是多少项的代数和。右端的连 
加号中共有 C : 个乘积项.在每个乘积项中，々阶子式有幻项，它的余子式有 （n — b ! 项， 
于是它们的乘积有 H ( n — A )! 项。因此右端的项数为 

这 n ! 项两两不同。如果能证明右端的每一项都是 IAI 的一项，那么右端的”！项的和正好 





是 |AL 

在 (3) 式右端中任取 一项： 

+- hv ,. 

.(—⑷ 
其中 … ftt 是 ）lj_2 ，•••，）* 的一个*元排列 ，巧 w 2 …％-»是_/'1 ， J ''2 ， …， _；_'■-* 的一个々元 
排列。 

在 （3) 式左端有如下 一项： 

(- l ) K v - «- C -.*-<<-,^ …… (5) 

根据 2. 1节典型例题的例4和例5的结果，有 

(一 1) K '| ••■ V J | - C -* >+ 〜I …奶 〜•••-*> 

=( 一 I ) 2 V- 40 ? 4 -* I ) r<p t )+f<*| ••••,,-*)+2 >r +4U f 42 

= (一 1)“1+ " +< * >+< >| + …(一 i ) K V >* >+t< w *》. 

因此 (5) 式与 （4) 式相等.这证明了 （3) 式右端的每一项都是左端 |A| 的一项。从而 （3) 式 
成立。 

定理1称为拉首拉斯 （Laplace) 定理 （或行 列式按 A 行展开定理） • 

把定理1中的“行”换成“列”仍然成立，称为行列式按《列展开定理。 

推论1下式 成立： 



证明把 (6) 式左埔的行列式按前 A 行展开，这 * 行元素形成的丨阶子式屮，只有左上 
角的 A 阶子式的 值可能 不为零，其余的々阶子式一定包含零列，从而其值为0。左上角的 A 
阶子式的余子式正好是右下角的 r 阶子式，并且（一 因此（ 6 )式 

成立。 

令 
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则 （6) 式可以简写成 

公式 （7) 是非常有用的。 

2.6.2 典型例题 

例1计算下述行列式： 


Cn … 

Cik 

0 

… o 

: 

l * 

0 = : 

: 

Crl ••• 

Cnt 

^ 0 

… o 

A 

C 

0 

B 

|A||B|. 



•• 0 

dn … 

d\k 

•• 0 

< 2*1 … 


•• bir 

Cn … 

C\k 

••• b” 

c r \ … 

Ca 


解把行列式 (8) 按前行展开，得 
^11 …«1* 

原式= :• : •(一 l) u 

a k i … a M 


b\\ ••• b u 

b r \ … brr 


例2设 IAI 是关于1,2 ，…巧 的范德蒙行列式，计算 IAI 的前 n — 1行划去第列得到 
的 M — 1 阶子式： 


=(-1 ， 

an • 

•• a u 

• 


… b ir 


a*i • 

•• ay, 


6rl 

••• b” 


二; +1 ,… J ， 


其中 _；_ e { i ，2, …， ”}• 





解 


第2章行列式 
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4 1 ， 2 ,…，" -1 

\ l ，…，）一1，_/ + 


1 ，…，; J 


1 * 2 2 


0-1) 2 () + 1) 2 


0-1 广 2 0-hD" 


= (2 — 1) … [() 一 1) 一 1][(> + 1) — 1] …（” 一 1) • (3 — 2)••• 

[(；—1) 一 2][(> + 1) — 2](n 一 2) • (4 — 3) … [()-1) 一 3][(> + 1) — 3]." 
(n —3) • —[O' + 1) —一 1>]…[” 一 0• — 1>][<> + 2) — (> + 1)] -― 

[7I—(j + l)] • … [«— (” 一 1)] 

(7z — l)!(n —2)!(yi — 3 )! …（”一 j + 2)!(/t —j + l 〉！（”一 j 一 1>!—2!1! 

= (卜 1)(7 • — 2>(j — 3>…2 • 1 


(n- 1)! 




n 走！ 


例3计算下述 2 n 阶行列式（主对角线上元素都是〜反对角线上元索都是6,空缺处 


的元素为 0): 



D Zm = 


〔一1)( 


解每次都按第一行和最后一行展开•得 

b 

| b a 

= (a 2 — 6 2 ) D 2w _ 2 

b 


^2m-2 


= ( a 2 -6 2 ) 


= (a l -6 2 ) 2 D 2w 


(一 i 〉 [l+(2«t-2>3+Cl+(2«r 2>] 



= (a 2 — 广 1 D 2 
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= (a l -b z r. 


习题 2. 6 

1. 计算下述行 列式： 

2 3 0 0 0 

一 1 4 0 0 0 

37 85 1 2 0 

29 73 0 3 4 

19 67 1 0 2 

2. 计算下述行 列式： 


On • 

" a lk 

C\\ •， 

C Xr 

• 

•* 

“l •， 

•• Cy 

0 • 

•• 0 

厶 ii • 

•• b u 

0 • 

•• 0 

br\ • 

•• b n 


3. 设 | A | 是关于1,2,… ，〃的 范德蒙行列式，计 箅: 


(1) A /l,2,-*n-l\ 
(2,3 ,…， n / 


(2) /1,2，“，”一1\ 
A (1 ， 3, …, n )• 


补充題二 

1. 在空间右手直角坐标系[();«,，&,«,]中，两个非零向录 a , 的坐标分别为（《,，〜， 

0 ),( 6 , , 6 2 , 0 ). 

(1) 求以 a ，6 为邻边的平行四边形的面积，并且把结果用一个行列式表示 * 

(2) 求以 a , 6为两边的三角形的面积，并且把结果用一个行列式表示。 

解 （1) 以为邻边的平行四边形的面积 S , 为 

S , = | a | 丨办丨 sin 〈 a ， 办〉 

=\ aXb \ 

由于 flXft =(£^4+ a 2 « z ) X ( 〜 a 十6 2 々 ） 

= (ai6 2 —a 2 bi)e 3 . 
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因此 Si = \ aXb \ = |(ai6 2 —a 2 6i)e 3 1 = la^—I I 
= lai ^— a 2 6 i I 

= r 6i i • 

I 厶 2 丨 

( 2 ) 以 ci 、 6 为两边的三角形的面积 5 2 等于以 a , b 为邻边的平行四边形的面积 S , 的一 


半，因此 

ai b x 
cli b 2 



2. 在空间右手直角坐标系 [0;^ ，心， e 3 ] 中，三个非零向量 fl 的坐标分别为 

(a| tdz t<23 ) > (厶1，厶2,厶3〉， (C| yCl 9C3 ). 

求以 a，b，c 为棱的平行六面体的体积，并且把结果用一个行列式表示 c 
解以 a，b，c 为棱的平行六面体的体积V为 

V = | a X | I c 11 cos < c,a X b > \ 

— \aXb*c\. 


由于 


因此 


从而 


aX b =( a x ei 4 - a 2 e 2 -f a 3 ) X ib ' t \ + b 2 e 2 十 6 3 e 3 ) 

= a x bze 3 — a|6 3 e 2 — a t b x e z -f- a 2 6 3 ei -4 - a s 6i« z — a^bzCi 
=(flz 办 3 — 0362 — （fli 办 s — fl3^i )^2 4 - ia'bt — ajb \ ) e 3 



at b 2 I 


o\ I 

硿 2 + 

= 

1^3 b. 

e\ — 

|a 3 心 1 



b\ 

bz 


^3 


aX b • c 


： b 2 



b\ 

, *3 

c\ - 

• 1 


c 

b. 

. 6. 

Cl 



i bt 

cz 

. 


3 6 3 

Ci 




a\ 

bi 

Cl 

V = 

a 2 

厶 2 

Cl 



b 3 

C 3 


a \ 厶 i 
a z b z 


点评： 

从第 1,2 题看到，由平行四边形的面积和平行六面体的体积也引出了二阶行列式和三 
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阶行列式。一个二阶行列式可以表示以它的第1、2列为坐标的两个向量张成的平行四边 
形的定向面积》—个三阶行列式可以表示以它的第1、2、3列为坐标的三个向童张成的平 
行 六面体 的定向体积。这就是二阶行列式和三阶行列式的几何意义， 

3. 求元素为1或0的三阶行列式可取到的最大值. 

解 为了使元索为1或0的三阶行列式取到锒大值,应该尽可能使带正号的项其3个 
元素的乘积为1,带负号的项其3个元素的乘积为0。如果行列式的三个带正号的项全等 
于1，那么这个三阶行列式的元*全为1,此时两行相等，行列式的值为0,考虑两个带正号 
的项等于1,三个带负号的项其3个元素的乘积为0,此时行列式的值为2。例如 

0 1 1 

1 0 1 =1 + 1 = 2 . 

1 1 0 

因此元索为1或0的三阶行列式可取到的最大值为2。 

4. 求元索为1或一 1的三阶行列式可取到的最 大值。 

解 据习题 2. 2的第6题的结果，元素为1或一 1的三阶行列式的值必为偶数。 

由于三阶行列式共有6项，且由于其元*为1或一 1，因此这6项或为1,或为一 1,假设 
这6项全为1，则行列式的值为6。此时有 

<2II ^ 22 <233 = 1 ， <212<223<23I = 1 ， ^13^2^32 = 

— <213^22031 = 1 * «12<*21^33 = 1 * ^11^23^32 = !• 

由此得出 

01|022033^120 23 0310130 2 1032 = 1. 

ai 3 a 22 ajiai 2 a 2 | < 233^11 ^ 23^32 ==一 h 

上述两个等式的左边都是二阶行列式的9个元素的乘积，于是得出矛盾。因此元素为1或 
一 1的三阶行列式的值不可能等于6。 

一 1 1 1 

1 -1 1 = (-1)4-14-1-(-1)-(-1)-(-1) = 4. 

1 1 _1 

这表明元素为1或一 1的三阶行列式可取到最大值为4。 

思考： 元素为〗或一 1的三阶行列式的值可不可能等于一6? 

5. 设；1>3, 证明： 元素为1或一 1的72阶行列式的绝对值不超过 ( n _ l )!( n _ l )。 

证明从第4题和它后面的思考题可知，元素为〗或一 1的三阶行列式的绝对值不超 
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过 4 = (3 — 1)! (3 — 1)。 

假设对于元素为1或一 1的 《—1 阶行列式命题为真。现在来看元素为1或一1的 n 
阶行列式 |A |, 把 | A| 按第1行展开，得 

I A | = a u A u + a, 2 A, 2 -f — -ha im A im . 

由于％ = 士1, 且（一 1) 1+ ^4^是 元素为 1 或 一 1的 n - 1 阶行列式，因此据归纳假设，得 
I I A | | = |a,iA„ +a 12 Ai2 + … +flu<A u | 

< Un I I A n 14- I an | | A u | + ••• + \a Xm | | A u | 

<( n -2) Kn -2 )n = (n - 1)! 

n — \ 

<( n - l )!( n - l ) 


6. 求元索为 1 或一 1 的 4 阶行列式可取到的最大值。 

解从第5题的证明过程可以 看到： 元索为1或一 1的4阶行列式的绝对值不超过 


(4-2)! (4-2)4 = 16. 



因此元索为1 或一 1的4阶行列式可取到的 ift 大值为 16. 


7. 设.证 明： 元索为1或 一 1的/«阶行列式的值能被2— 1 整除。 

证明设 IAI 是元素为1或 一1 的 n 阶行列式 （ n 彡 2). 把 | A | 的第1列中元索为 一 1 
的行提取公 因子一 1，得 



1 

b,t 

… 

bln 



1 

bn 

… 

bu 

A |=(-1)" 

1 

bzz 

… 

bu 

=( 

一 1>_ 

0 

Cn 

… 

Cln 


1 


… 




0 

Cm 2 

… 

Cm 


C 22 

… 

Clm 




d 22 

… 

厶 2 n 


= (-!)" 

: 


: 

= (一 1) 

"2""' 

: 


: 

* 


CkZ 

… 

Cm 





… 
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其中最后一步是由于 c ., 为2,或一 2,或0,因此每一列可提出公因子2。此时 d , 为 1,或 
_1，或0。从而最后一个； z — l 阶行列式的值为整数.因此 IAI 能被2— 1 整除。 

8. 斐波那契 （ Fibonacci ) 数列是 

1，2,3,5,8,13,21,35.… 

它 满足： F ,=1, F 2 = 2. 

(1) 证明 Fibonacci 数列的通项可由下述行列式表示： 


(2) 求 Fibonacci 数列的通项 公式. 

(1) 证明把上述 n 阶行列式按第1列展开，得 

F . = F rl + l - (- 1) ,+, (- 1) F ^ 2 = F ^, + F ^,. ( n ^3) 

上述形式的1阶行列式的值为1,2阶行列式的值为2,因此 Fibonacci 数列的通项 F ， 可由 
上述行列式表示. 

(2> 解令 0 +#=1,<^=—1,则是方程 


的两个根: 


: — X— 1 = 0 




i + P ap 0 

1 a p ap 
0 1 a-\-p 


根据本章 2.4 节的典型例题的例7,得 


[( 孕 )'(¥ 门 . 






9 •设/,,⑴是可微函数， l < i ， 令 

/..«) /..<«) - /..(<) 

… /n(<) / 2 山 > … f2.(.0 

F ( f ) = . :. 

/..(«) f-2(t ) … /.(<) 

证明： 

/.i(t) AAO - ^/w(t) - /..Ct) 

A,(0 /n ⑴… ... fz.(t) 

/..(«) /■»(:>•" 丢八⑴… /- ⑴ 

证明 

去 F ⑴=^[ S (一 ifW/- ■. ⑴八 *⑴…⑴] 

= S (- D ^- v -.> ( t )•••/,..«)] 

=E <- DW-U 名 〜⑴ /•:: ⑴… ^/y 

=S S (-”•^ 〜 /■ ， . ⑴八 : ⑴ … 去〜⑴ … 八 .“) 

/u(0 /u(<) - ⑴… 

_ 2 /::(«) … 备 … ft.(.t) 

i-1 : 

/■ I ⑴ /« J ( t ) … 舍/蚴⑴ •“ /- ⑴ 


i F(t) = I 



10 . 实系数三元多项式 /(: c ,： y , Z ) = /+ y + z 3 — 3; c ： y Z 有没有一次因式？如果有，把 
它找出来。 





• 74 • 


高等代数学习指导书（上 册〉 


解 




xyz 


x 4- 3»-f 2 y z 

a ： 3 + y + a ： 3 - 3 

xyz = 

z x y 

y z x 

= 

x -\- y -\- z x y 
x -\- y + z z x 


1 : y z 
= ( j ： + 3 > + z > 1 x y 


= (,x + y + z ){^ + y l + z l — xy — xz — yz ). 

因此 /( j ：，； y ， a ：) 有一个一次因式 ( x + y + z >。 

注：可以证明: + ■ rz — 不能分解成两个一次因式的 乘积。 读者不妨 


试证之。 


11. 将下述三元多项式 Why , z ) 因式 分解： 

|0 . 


g ( x , y , z ) = 


•T y 

0 z 1 

|y z 0 0：| 

_y 文 o | 

解将 4 阶行列式的第2,3,4列都加到第1列上，第1列有公因子 （x + y + z ) 可以提 


出去，因此尽(工,>>，*)有一个因式（0：+3 1 +2)。 

将原4阶行列式的第2列乘以1,第3、4列乘以_1,都加到第1列上，第1列有公因子 
y - z 可以提出去，因此 《"( jr ，： y , z ) 有一个因式 ( or - y - z ). 

将原4阶行列式的第1、4列乘以_1，第3列乘以1,都加到第2列上，第2列有公因子 
: t +： y - Z 可以提出去，因此 g (: r ,; y , Z ) 有一个因式 U + y — z 〉. 

将原4阶行列式的第1,3列乘以_1，第4列乘以1,都加到第2列上，第2列有公因子 
: c - y + z 可以提出去，因此 g ( ar ，： y , z ) 有一个因式 ( x -; y + Z >。 

由于皮(: r , y , z ) 是4次多项式•因此 

g (. x , y , z ) = a(j + y + z)(x — y — r)(x + y — «)(x — y + *)• 

为了确定 u 的值，令 x =; y =0, z = l , 则 4 阶行列式为 





的两个根： °= y [7 + iV aZ _4& c )^ = M ?" _ lV aI ~ 4fec ) 

当 a 2 #46 c 时， a 关士利 用本章 2.4 节典型例题的例7的结果，得 

.a— - = (ca)"*' ~ = af' - 扣 ' 

n ~~ c a — ^ ca _ cfl ai — /?i 


其中 (^=0，^= c /? 是方程 


的两个根。 


j： 2 _ or 十 6c =0 






13. 计算下述 n 阶行 列式： 

2n n 0 0 — 0 0 0 

n In n 0 — 00 0 

0 n 2n n ••• 0 0 0 

■ = : 

0 0 0 0 ••• n 2n n 

0 0 0 0 ••• 0 n 2n 

提示：这是三对角线行列式，利用第 12 题的结果可得 

D m = (n + l)n". 


14. 计算下述 ri 阶行列式 （ n >2): 

<^\b\ d\bi a\ 63 a'b 職 

aib 2 a 2 b 2 a 2 b 3 a 2 b m 
aib 3 a 2 b 3 a 3 b 3 a 3 b m . 

a\b n a z b n a^b,, aj) m 

解首先从第 1 列提取公因子 fl ,， 然后从第 71 行提取公 因子乂 ，得 

b\ a\b 2 a\bi ••• a 、 b K 

bz azbz a z bi … a z b n 

原式 =a x b H b 3 a z b 3 a z b % … a z b n 


a 3 




0 a\b z — a 2 bi aib 3 — a^b\ … a'b H — aj?i 

0 0 a 2 bi _ a 3 b 2 … a 2 b m — ajj z 

= a x b n 0 0 0 a 3 b m — a m b 3 

: : 

1 a z a 3 … a n 

= ai6, (— I)# 1 ia\b 2 — a 2 6i )(a 2 6 3 — a 3 6 2 一 a^^-i ) 

»-i 

=< — l)^ l aib m \[ (a.bri-i — a^i6,). 
i-i 


15. 计算下述 《 阶行列式： 

2cosa 1 0 0 … 0 0 0 

1 2cosa *1 0 … 0 0 0 

0 1 2cosa 1 … 0 0 0 

D ' = : i 

0 0 0 0 …1 2cosa 1 

0 0 0 0 — 0 1 2cosa 

提示： 这是三对角线行列式，利用第 12 题的结果 BJ 得 


D , = 


sin(n + l)a 
sina 

(”十 1), 


(-D-tn+l). 


当 u e z)， 

当 a = 2ihr (灸 e $>， 

当 a = (2ife+ 1 )tt ik € Z). 


16. 设七，〜 〜 是数域 K 中互不相同的数， 6,，6:,•••，<>， 是 K 中任意一组给定的 
数。 证明： 存在惟一的数域 K 上的多项式 /(arPd+QX 十… +<vr_^ 使得 
/(a,) = 6., i = 1，2,…， n. 

证明如果多项式 /(：!)=(：,+C:X+ … +C«X* _1 使得 

/(a,) = 6,* i = 1，2,…，71， 

那么有关于未知* WC ” …，“ 的线性方程组： 

d + c 2 aj + — 4- c.aT 1 = * 

Ci + c 2 fl2 + …+ c^T 1 = ^2 * 

••• ••• ••• ••• 

Ci + c 2 a ■十… + c m ar l = f > m - 
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它的系数行列式与关于 a , ，<^，…， a . 的范德蒙行列式相等.由于 ai , a , ，•••，<!■两两不同， 
因此系数行列式不等于0,从而上述线性方程组有惟一解，于是存在惟一的多项式 /( x ) 满 
足要求。 



第 3 章线性方程组的进一步理论 


利用行列式可以判断《个方程的 n 元线性方程组有没有惟一解？并且可以给出这个 
惟一解的公式表示，但是无法分辨无解和有无穷多个解的情形.因此蓠要进一步研究_般 
的线性方程组如何直接从它的系数和常数项判断它有没有解？有多少解？以及有无穷多 
个解时，其解集的结构。 

为了寻找解决上述问题的途径，想法之一是：在利用阶梯形方程组判断原线性方程 
组有没有解、有多少解时，需要对线性方程组的增广矩阵施行初等行变换。 r 型初等行 
变换把矩阵的一行的倍数加到另一行上，这里“一行的倍数”是将这一行的每个元索乘以 
这个数，由此引出一个数乘一个有序数组的运算；“加到另一行上”引出了两个有序数组 
的加法运箅，由此受到启发，应当在所有"元有序败组组成的集合中规定加法运算和数 
乘有序数组（称为数录 乘法） 运算。这样”元有序数组的集合就像几何中所有向量组成 
的集合那样，有加法和数鐄乘法两种运算。借用几何的语言，数域 k 上所有”元有序数 
组组成的集合 （ e 作，连同定义在它上面的加法运箅和数量乘 法运苒 ，及其满足的加 
法交换律.结合律等8条运箅法则一起，称为数域 K 上的”维向*空间，把 K ” 的元素称 
为 n 维向1。 

想法之二是：二元齐次线性方程 2 x + y -0 的解集是平面内过原点的一条直线/。 
在 Z 上取一个非零向敏 a , 那么 Z 上每一个向*都可表示成 to , 其中丨 是某个实数。这表 
明 2 x + y =0 的无穷多个解可以通过一个解 a 表示出来。由此受到启发，为了研究线性 
方程组有无穷多个解时解集的结构，我们应当研究”维向 S 空间 K ” 中，向 fi 之间的 
关系。 

本章就来研究数域 K 上;1维向量空间中向置之间的关系，从而搞清 楚”维 向童空 
间的结构，进而解决线性方程组有无解、有多少解的判定，以及有无穷多个解时解集的结构 
问题。 
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3.1 n 维向量空间 K” 


3 . 1 . 1 内容精华 


取定一个数域/<：,设《是任意给定的一个正整数。令 

K" = < (ai ， a 2 ， … ， a,> 丨 a. 6 K ， i. = 1 ， 2,… ， w}. 

如果 ai =6i ，…， a,=6 ■，则 称 K" 中两个元索 ：（a 丨 ，a 2 ， …， aj 与 （6, ，6 2 ，•••，6_〉相等。 
在 K" 中规定加法运箅 如下： 

(ai ， ci2 •…+ (6i *6 2 9 ― *6,) 
def 

— (a, -f b x * a 2 + 厶2，…， a. + 6„). 

在 K 的元索与 /C” 的元索之间规定数饊乘法运算 如下： 

def 

k(ai *a 2 ，•” ,a m ) — (ka”ka t ， … ， ka,). 

容易直接验证加法和数量乘法满足下述 8 条运算 法则： 对于 k ， l 6 K ， 有 

(1) €rH+€n 

(2) ( a +/>)+ r=a + M + r )» 

(3) 把元索（0,0,…， 0) 记作0,它使得 


= a + 0 = 


称0是 fC” 的零 元索； 
(4) 对于 

有 


， a ( i > e / c •，令 

def 


(― fll * — fl 2 •… 1 

(—a) = (—a) 


2.) 6 k - 

= 0， 


称一 €T 是 a 的负元索： 

(5) la=a； 

( 6 ) (, kl ) a = k ( la )； 

(7) ( k -{- l ) a=ka — la ； 

(8) 頌. 

定义 1 数域 K 上所有 ri 元有序数组组成的集合 K •，连同定义在它上面的加法运算 
和数量乘法运算，及其满足的8条运算法则一起，称为数域 K 上的一个 n 维向量 空间。 




线性方程组的进一步理论 


的元素称为 n 维 向置； 设向* a = ( fll , fl 2 , …，〜），称 a 是 a 的第 〖个 分置。通常用小写希 
腊字母 ce ，0， y …表示向量。 

在 r * 维向量空间 K " 中，可以定义减法运算 如下： 

def 

a — - a + (— p>. 

在 n 维向最空间 K ” 中，容易直接验证下述4条 性质： 

Oa = 0, V a 6 K m i 
( — l)o = — a* V a G K m i 

kO = 0, Wk 6 K ； 
ka = 0 => ife = 0 或 a = 0. 

n 元有序数组写成一行 ( a ,， a 2 ，…， a «〉 ，称为行向置；写成一列 



称为列向量。列向量以看成是相应的行向*的转置，例如，上述这个列向量可以写成 
( ai ，<3 2 ，...，<0。 

K " 可以看成是 n 维行向量组成的向 S 空间，也可以看成是”维列向馕组成的向量 
空间。 

在 K ” 中，由于有加法和数量乘法两种运算，给定向*组€« 1 ,1» 2 ^",«»,,任给/(中一组 
败就 BJ 以得到一个向量称这个向量是向量组丨，《 2 , 
•••,«. 的一个线性组合，其中 H ..，*. 称为系数。 

在 K " 中，给定向最组 a ,, a 2 , …， a ,， 对于多 6 K *， 如果存在 K 中一组数 c , ，《::，•••，<:,， 

使得 

P = Ci«i 4- c z a z -f ― 4 - cfiit * 

那么称 /! 可以由 ai ，<*:，•••，《, 线性表出. 

一个向 .ft P 能不能由向量组<»,, a 2 ，…， a , 线性表出，这揭示了 P 与 a ,， a 2 ,•••，《*,有没 
有通过加法和数摄乘法两种运算建立起来的关系-这种关系正是我们特别关注的。从下 
面关于线性方程组有没有解的刻画 酊以看 到这一点《 

利用向*的加法运算和数*乘法运算，坷以把数域《上”元线性方程组 

叫工1 十 a 12 J ：2 + …+ ci \ mX H = b \ * 

fl2iXi -h a n x 2 + ••• + a 2 m x m = b 2 * 


a,\x\ 4 - a a Xz 4 - ••• 4 - a tn x n = b s « 


(1) 
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写成 



<Jll 


^12 



a lm 


[ 6l i 


Xl 

fl 21 

+ x 2 

^22 

+ •• 

• + 工 - 

aim 

= 

bt 

， (2) 


a.l 


Aa . 





A 



即 Xia ,+ jr z a 2 + … + 1-0, = 多. (3) 

其中 a , ，&,•••，《,是线性方程组（1>的系数矩阵的列向置组；/»是由常数项组成的列向馕。 
于是 

数域 K 上线性方程组亨甲 
㈡ K 中存在一组数 q ， c 2 , …， c ,， 使得下式 成立： 

fiOi +c t a 2 H - h cjx. = 

« /! 可以由 《!， a 2 ，•..，《，_ 学宇 tjl . 

这样可把•问•题归 结为： 

双向 作用： 一方 B :4 f 众3论±旃 美錢着 SW 

&/就'需_要'去'研究/»能否由 a ,, a 2 ，…， a , 线性表出；另一方面，对于 P 中给定的向歜组 
« i ， a 2 ，… ，队 ，以及给定的向量 f 为了判断/»能否由线性表出，就可以去判断 
线性方程组 Aa ,+ x 2 a 2 + … +： r , a,=/I 是否有解（用第1章 1. 2节给出的判定方法）， 

在中，从理论上如何判断任一向 ft /»能否由向*组 a , 线性表出？这需 

要考察/»是否等于 a ,, 斯， •••，《, 的某一个线性组合。为此把向置组叫，《 2 ，…， 《,的所有线 
性组合组成一个集合 W , 即 

W =^— {k,a, +是 2 <« 2 + …+ k,a, | ^, 6 K . »' = 1，2,…， s }. 

如果能把 W 的结构研究淸楚，那么就比较容易判断/»是 否属于 W , 也就是判断/»能否由 
ai ,a 2 . — ,a, 线性表出. 

现在来研究 W 的结构，任取 a . yew , 设 

a = aiai +a 2 a2 + — a . o ,. f = 6 iOi 4-6 2 o 2 + '''bja,, 

则 o 4- y =( a , +6, ) a , +( a 2 +6 j ) a 2 + … + ( a ,+6,> a ,6 W , 
ka = (ka, )«*i +(走“ 2 >«*2+… + (^ J ‘）<*,€ W , 

其中 4 是 K 中任意数。 

由上述受到启发.我们引出一个 槪念： 

定义2 K ” 的一个非空子集[/如果满足|’ ： 

(1) a.r^u a+reu, 

(2) «et/. keK => ka€ ： u. 
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那么称 U 是 K ” 的一个线性子空间，简称为子空间。 

定义2中性质 （1) 称为对于 K " 的加法 封闭； 性质 (2) 称为 U 对于数量乘法封闭。 

是 K ” 的一个子空间，称它为零子空间。本身也是 K ” 的一个子空间。 

从上面的讨论知道中，向量组叫，11 2 ,«",«.的所有线性组合组成的集合 W 是 
的一个子空间，称它 为叫， a2 ，…, fl , 生成（或张成）的子空间 ，记作 

<ai »a 2 » — 

综上所述，得出下述结论： 

命题1数域 K 上 n 元线性方程组 J ： iai + x 2 tf 2 + …十尤及-二多有解 
㈡ P n 了以由 flti ，(*2，…，队线性表出 

<=> P 6 < ai ，山，…， a _>。 • 

这个结论开辟了直接从线性方程组的系数和常数项判断方程组有没有解的新 途径。 这需要 
去研究向 S 组 a , , a 2 .— . o . 生成的子空间 <«* i ，此， •••，<*■>的结构。从现在起进入到运用近世 
代数学研究代数结构的现点研究线性方程组有无解、有多少解以及解集的结构的新领域》 

3.1.2 典型例题 


例1设 a =( — 1,2,5)凟=(3, — 6,_15>,向撅0是否可以由 a 线性表出？ 

解 於=(3, — 6, — 15) = ( — 3>(_1,2,5> = _3<*,因此於可以由0(线性表出. 

例2在 K * 中，判断向最/»能否由向 ft 组 t , a 2 , a , 线性表出。若能，写出它的一种表 
出方式。 



解把线性方程组 x ,«, +^： 0 , + x , a ,= fi 的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形 矩阵: 
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031-5 n , 1 5 

0 0 0 0 6 6 
0 0 0 0 00 0 0 

0 0 0 0 

由于相应的阶梯形方程组未出现“0 = </(其中 d#0)” 这种方程，且阶梯形矩阵的非零 
行数目2小于未知 ft 数目4,因此线性方程组，有无穷多个解。从而/» 
可以由 o, ,a 2 ,o 3 线性表出，并且表出方式有无穷多种，写出方程组的一般解： 


其中 x 3 是自由未知歌。取 x, = l, 得 
2(*2 +<*3 • 

例3在/(_中，令 


，3，x 2 = — 2。于是其中一种表出方 式是： /1=3 0| - 


1 


0 

0 

0 


1 

0 

0 


0 

0 

: 

* 82 = 

: ••• e " = 

: 

0 


0 

0 

0 . 


0 

1 


，屯）'能够由向量组*, ,&,•••，《，线性表出，并且表 


证明： K" 中任一向量<* =(山 ，a 2 ， …， a,) 能够由向童组 《i，e 2 , …， 

出方式惟一，写出这种表出方式。 

证明线性方程组 x |S ,+;c 2 « 2 + … +u,=a 的系数行列式为 

1 0 … 0 

0 1 ― 0 

0 0 … 0 

.. . =1 关0， 

0 0 — 0 

0 0 — 1 

因此这个线性方程组有惟 一解。 从而中任一向量 a 都能由 61 ，《 2 ，- 
出方式惟 一 。由于 


线性表出，且表 
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因此 a =- ai «! + a 2 « 2 H - \~ a ^ m . 

例4 证明： 向* 组如， a 2 , …，私中任一向貴 a . 可以由这个向最组线性表出。 

证明由于 cr , == Odi +…+ Oa , - 1 + la , + 0a,+ 1 +…+ On , ，因此向最组 a 〗 ， <* 2 ，…， a , 中 
任一向 Sa . 可以由这个向*组线性 表出。 

例 S 设 l < r < n , 证明 K - 的下述子集 U 是一个子 空间： 

U = {( q ， a 2 ，…， a r ，0, …，0> 丨 a , € K ， i . = l ，2 r ..， r }. 

证明在 U 中任取两个向量： 

or = (ai ， a” … ， 0,… ， 0 )，= (61 ,6 2 »••• ， b r ， 0 , … ， 0 ). 

有 < 1 +炎 =(ai +61 t a 2 -\- b t ，…，， 0 ,…， 0 ) 6 以， 
ka = ika { yka 2 *••• * ka r ，0，…，0)€ L /， V k ^： K 9 
因此 C ； 是 K ” 的一个子 空间。 

例 6 几何空间可以看成是以原点 O 为起点的所有向敏组成的集合 V ，它有加法和数 
鼉乘法两种运算，并且满足 8 条运算法则 • 几何空间 V 的一个非空子集 L ； 如果对于向景 
的加法和数鼉乘法都封闭，那么称 U 是 V 的一个子空间。一条直线 Z 可以看成是以0为 
起点，以丨上的点为终点的所有向置组成的集合. 一 个平面 7 C 可以看成是以 O 为起点，以7! 
上的点为终点的所有向燉组成的集合. 

( 1 >设 Z 。 是经过原点 0 的一条直线,是不经过原点 o 的一条直线， 试问： 是不 
是几何空间 V 的一个子空间？ 

(2) 设价、〜分别是经过*点 O 和不经过原点的一个平面， 试问： Tto . TC , 是不是 V 的 
一个子空间？ 

解 （ 1 ) 在/。上任取两点 P 、 Q , 则 OP 与 Og 同向或 反向。 从而向量 Oi »+ OQ 的终点 
仍在/。上，目卩 ap + ogeA )。 显然有因此 z 。 是 v 的一个子空间。 


在 6 上任取一点 iW , 则 OM eA , 容易看出 2 0M 的终点不 
在 h 上，因此 20 Af $ A 。 从而 A 不是 V 的一个子空间 • 

( 2 ) 在〜 上任取两点 A , B (如囝 3-1 所示），由向最加法的 




平行四边形法则 知道： OA + Ofl 的终点仍在办上，因此 OA + OB 


图 3-1 
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6 tt 。。 显然 AOAETt 。。 因此 7 T 。 是 V 的一个子空间， 

(3) 在 7 C , 上取一点 P (如图 3-2 所示） ，则 OPe ^ n ， 显然 
20 P 的终点 Q 不在〜上，因此2 0戶$〜.从而不是 V 的一个 
子空间。 

例7 证明： 如果线性方程组（1 >的增广矩阵的第 i 个行向 
童 y , 可以由其余行向#线性 表出： 

Yi = k , y , -\ - h 走 — I + 々 —I y+i H - H k . r .. 图 3-2 

那么把方程组 （I ) 的第 i 个方程去掉以后得到的线性方程组 （D > 

与线性方程组（1>同解。 

证明由已知条件得 

r — … — * 卜 1 y.-i — *<+i r«-i — ••• — k,r. = o. 

因此把线性方程组 （ i ) 的第丨个方程的一 t 倍，… ，第《_—1个方程的一九^倍，第 i + i 个方 
程的一岛 + ,倍，…，第*个方稈的一1倍都加到第 i 个方程上•第 i 个方程变成“0 = 0”，而其 
余方程不变。这样得到的线性方程组与联方程组（1>同解.从而把方程组（ I )的第 i 个方 
程去掉以后得到的方程组 < n > 与原方程组 （ n 同解。 

习题 3.1 

1. 在/0中.设 

- 10 
-25 
16 

-12 

求,«* 2 , a 3 的分别以下列各组数为系数的线性组合 + k 2 ai + k 2 a 3 : 

(1) k \ = _ 2，是2=3，^3 = 1 I 
(1) *1=0,走2=0, *3=0. 

2. 在 K * 中，设 a =(6,-2,0,4>，/»=(-3， l ，5,7>. 求向景 y 使得 2 a + y =3/>。 

3. 在 fC * 中，判断向量能否由向量组灸，《 3 线性表出.若能•则写出它的一种表 
示方式。 








证明： K * 中任一 向*«=(〜，〜， <13 ,0,)'可以由向撤组€1,,0 2 ,山，<*, 线性表出，并且表出 


方式惟一，写出这种表出 方式。 

5. 设 <*1 ，。2，•" ， a ,€ K ’ ，说明 

eti 6 <a, ,«j , — i = 1 ， 2, … ， j. 

6. 证明 K - 的下述子集 U 是一个子空间 《 

U = { ( a ， ，0，<13 ， …， <!•> 丨 a _ e K . i = 1 ，3,…， ”} 

7. 经过原点的两个平面的交线是不是几何空间 V 的一个子空间？ 

3.2 线性相关与线性无关的向量组 


3.2.1 内容精华 

几何空间 V (由所有以原点为起点的向量 组成） 中，取定三个不共面的向» ，则 

V 中每一个向憊 a 都可以由 e ,, 办，惟一地线性 表出： 
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a = a^ei -f a 2 e z + a 3 灼. 

这样几何空间 V 的结构就很清楚了。由此受到启发，在71维向童空间 K " 中，是否也有有 
限多个向量具有几何空间中“不共面”的三个向童那样的性质？从解析几何（参看丘维声编 
《解析几何(第2版）》第8页） 知道： 

a ,, a 2 , fl 3 共面的充分必要条件是有不全为零的实数 h ，々 3 ，使得 

-\- k 2 a z +々 3 a 3 = 0. 

不共面的充分必要条件 是：从 

k x a ^ - f - k z a 2 - f - kiQ 3 = 0. 

pJ 以推出 k \ = 0*^2 = 0*^3 =0。 

类似地，在 n 维向釐空间 K " 中，引进下述两个重要概念： 

定义1 中 向镦组 a ,, •••，(!, G 彡1>称为是线性相关的，如果有 K 中不全为零的数 

，…，怂，使得 

kxOx + — 4- kfii , = 0. 

定义2 K •中向《组 a ,, …，如果不是线性相关的，那么称为线性无关的。即 
如果从 

k } ai 4 - ••• 4- k , a , = 0 

可以推出所有系数 h ，…， k ‘ 全为0,那么称向量组 a , ,-, o , 是线性无关的。 

根据定义1和定义2,几何空间中，共面的三个向*是线性相关的，不共面的三个向* 
是线性无关的》共线的两个向 ft 是线性相关的.不共线的两个向量是线性无关的。 

从定义1和定义2立即 得到： 

(1) 包含零向最的向最组一定线性相关》 

(2) 单个向 》«* 线性相关当且仅当 a _0« 

从而单个向最 a 线性无关当且仅当 a 关0。 

(3) K " 中，向*组 

0 
1 
0 

,= . 

0 
0 

是线性无关的。 

线性相关与线性无关是线性代数中最基本的概念之 一• 可以从几个角度来考察线性 
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相关的向量组与线性无关的向量组的本质 区别： 

1. 从线性组 合看： 

向童组 a , ，…， 华年孕 
«它们亨罕年 f 章多 (/的鉍‘性'组合等于零向量： 

向量组 a ‘, 

㈡ 它们罕穿季0 •的•线•性•组合才会等于零向量。 

2. 从线性¥出 •¥:• 

向景组 a ,， a 2 ，…， a ,(02) 导举辛季 
«其屮至少令了个 亭早! ♦巧旱线性表出， 

向最组 a , . a /, -- ,' a ,(. s > zm^kk ' 

㈡ 其中 f 了个哼早呼个线性 表出. 

3. 从齐次鉍 

列向鼠组 a ,,..., a .( s > l >_ f 年季 
㈡ 齐次线性方程组 • r ia ,+’". Va ■乂 =0 亨乎 亨甲； 

列 向撳组 (*,，...， a , 举年孝 
« 齐次线性方程组 - r . O , 4-'..'+, r ^,=0 KWfUP ?. 

4. 从行列式看： 

n 个 n 维列 ( 行>向 ft a , , a 2 ,…， 《• 

«以为列 （行 > 向置组•的矩•阵的 行列式 f 
n 个 n 维列 ( 行>向置组 a ,, a 2 .-, a ， 竽举芊季 
㈡ 以为列 （ 行 〉 向董 组的矩•阵的 •行列式予亨， 

5. 从向量组线性表出一个向量的方 式看： 

设向《於珂以由向量组 a , 线性表出，则向量组 a ,,..., a , 穿学；孝 
«=> 

向 ffig a , ,•••••,<*: 线性相关 
«表出方式有无穷多种。 

6. 从向量组与它的部分组的关 系看： 

如果向量组的了个®兮早,，那么整个向 ft 组也学 tt , 孝。 

如果向量组竽洚丰余，•那•么•它'的»了个咿兮早华 竽毕*余。 • • 

7. 从向量组与云 A ®# 组或缩短组•的•关•系 •看 •/ 

如果向 量组亨 孕不孝，那么把每个向量添上 m 个分置 （ 所添分量的位置对于每个向 
童都一样）得的'延'伸组也线性无关。 
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如果向童组孕华和孝，那么把每个向量去掉 m 个分量（去掉的分量的位置对于每个 
向童都 一样〉 ‘得_到_的> 早早 半學年 年季。 

研究” 维向置空间 K - 除了需要线性相关和线性无关的概念外，还 

需要研究一个向量/»能不能由向童组 a , 线性表出的问题。首先研究向量组叫，…， a , 
线性无关的情形,有下述 结论： 

命题1设向童组 a ,,•",(!, 线性无关，则向 */» 可以由 《*,,•••, or , 线性表出的充分必要 
条件是奶 ，…， 《,, P 线性 相关. 

推论1设向最组 a ,,..., a , 线性无关，则向 ftp 不能由 a ,, 线性表出的充分必要 
条件是线性尤关， 

当向量组线性相关时，如何研究一个向量/»能不能由线性表出，将 
在 3.3 节讨论. 

3.2.2 典型例题 

例1证明：如果向僦组 a ,, a 2 ,< i , 线性尤关，那么向量组<» 2 ,5<| 2 +2«* 3 ,4<* 3 — 
70,也线性无关。 

证明设 k t (3 oi — a ?) + k 2 (.5 a 2 + 03 )4-^ j (4 a 3 ~7 oi ) =0, 

则 (3 ifci — Tk 3 )ai +( —Ai +5 ^j ) o 2 + ( 2 kt +4 i 3 ) o 3 = 0。 

由于 《,, a 2 ， a 3 线性无关，因此从上式得 

r3*i — 7k 3 = 0, 

J-*, +5*2 = 0, 

+ 4 *，= 0 . 

这个齐次线性方程组的系数行列式为 


3 0 

一 7 0 

15 

— 7 

15 

-7 

一 1 5 

0 - -1 

5 

0 = (-1)(-1) 2+ 

2 

4 

0 2 

4 0 

2 

4 



= 74 jt 0. 

因此 k t =0, * 2 =0, *3=0. 

从而向盘组 3 ai — 02 ,5 a ? +2 ai »4 o 3 — 7 a . 线性无关. 

点评： 

像例 1 那样，根据线性无关的向量组的定义去判断一个向量组线性无关，这种方法是 
最基本、最重要的方法。 
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例2设向量组《, ♦ <*2 fOi 线性无关，判断向量组 fin ~ a 2 , a 2 + o 3 ， a 3 — cr 4 ， a < + cei 是 
否线性无关。 

解法一设 («i — a 2 )+^2 («2 («3) + ^ ( a 4 -1- ai ) =0, 

则 （是 i - hk 4 )CIl 十（一怂 +々2)<»2 +( 走2十灸3)<»3 + ( —灸 3+々4 )如=0。 

由于免 . a 2 , a 3 , a < 线性无关，因此从上式得 

h + h =0, 

• -f = 0, 

- h+h = 0, 

- k 3 - hk 4 = 0. 

这个齐次线性方程组的系数行列式为 



因此上述齐次线性方程组有非零解 • 从而 向量组 a , - a 2 , o 2 + a 3 . a 3 - a , . a , + a , 线性 
相关。 

解法二由于 （ a , — a ,) + ( a 2 + a 3 ) — (aj — a ,) — ( a , +(* i 〉= 0 ,因此 <*i 一 <*2 ，<*2 + a 3 ， 
«3 — c < * o < + ai 线性 相关。 

例 3 设 a 丨，…， a , 线性无关，并且 

ft = “iilii + …+ a it a t , 

••• ••• ••• ••• 

P ， = a.itti + ― +a lt a„ 

证明：， …， ft 线性无关的充分必要条件是： 

an …… 

: : ^0. 

a u … a - 

证明设务+… + ▲. 队 = 0， 

即 hUnflh +… + a l 5 o ,> + …+ Mfl • la 1 +… + a » a •) = 0• 

则 (怂 a u +…+ 々,<21,)(^ +… + (&〜+ … 

由于 a , ，-, a . 线性无关，因此从上式得 
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十 ••• + k^si = 0, 

… … … … 

+ + k,a. = 0 . 

这个齐次线性方程组的系数行列式 | A | 为 

a u … a,, 

1 ^ 1 = : : • 
au — a. 

于是向罱组线性无关 
㈡ =0,— ,*,=05 

«上述齐次线性方程组只有；解》 

« |A 丨判。 

例4判断下列向景组是线性相关还是线性 无关。 如果线性相关，试找出其中一个向 
摄，使得它可以由其 余向* 线性表出，并且写出它的一种表达式。 



解 （1) 考虑齐次线性方程组 xia , +4<* 2 +4«» 3 =0,把它的系数矩阵经过初等行变 
换化成阶梯形 矩阵： 



由于阶梯形矩阵的非零行数目3等于未知量的数目，因此原齐次线性方程组只有零解。从 
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而 *«2 *«3 线性无关。 

(2〉考虑齐次线性方程组 x x a x -\- x z a 2 + x 3 a 3 + x 4 a 4 =0. 


-1 

4 

6 

3 


-1 

4 

6 

3 1 


一 1 

4 

6 

3 

3 

1 

2 

一 2 


0 

13 

20 

7 


0 

1 

12 

11 

2 

2 

4 

0 


0 

10 

16 

6 


0 

5 

8 

3 

、 0 

一3 

一 2 

1- 


. 0 

-3 

-2 

L 


. 0 

-3 

-2 

1 



1 

- 4 

-6 

一 3 


1 

一 4 

一 6 

- 3 ] 


1 

一 4 

0 

3 


0 

1 

12 

11 


0 

1 

12 

11 


0 

1 

0 

一 1 


0 

0 

-52 

— 52 

一 

0 

0 

1 

1 


0 

0 

1 

1 


0 

0 

34 

34 


0 

0 

0 

0 


.0 

0 

0 

0 


10 0 一 1 
0 10-1 

—» 

0 0 1 1 

0 0 0 0 

由于阶梯形矩阵的非零行数目3小于未知置的数目4,因此原齐次线性方程组有非零解 • 
从而叫，《 2 ，<* 3 ,山线性相关。方程组的一般解公 式为： 

Xi = x 4 * 

- x 2 = x 4 . 

• r 3 =— x K * 

其中 A 是自由未知最。取 asI ， 得4=1，0： 2 = 1，而=一1.从而有 fli + a 2 一叱+叫=0。 
于是有 

€*3 — Hi + <*2 "4- . 

或 ai = — a 2 ^- a 3 — a « * a 2 = — ai + a 3 — a 4 . 

a 4 = **ai — a 2 十 a 3 . 

例 5 证明： K ” 中，任意 n 十 1 个向量都线性相关 * 

证明在 K ” 中任取 /I + 1 个 向量： 



an 


az\ 


a—i.i 

= 

an 

.a 2 = 

a 22 

，…， a^i = 





^Zn 


^w+l.n 


考虑齐次线性方程组 々 a ,+々 a 2 + … + x , + l a , +1 =0, 它的方程个数”小于未知置个数 
m + 1, 因此它有非零解。从而 a , ,线性相关。 
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例6判断下述向量组％,价， ，如是 否线性无关。 

a l = (1*1,1,1), cr 2 =( l ，一 1，1,_1)， 

a 3 = (1,1, — 1, 一 1), « 4 = (1,-1,-1,1). 

解在补充题二的第6题已求出 

=16 ^ 0, 

因此 fli ，<*2，奶 ，CN 线性无关。 

例7 证明： 如果向童可以由向量组，…， a , 线性表出，则表出方式惟一的充分必 
要条 件是吣 线性无关。 

证明设+ … + ha ,. (1) 

充分性。设叫，…， a , 线性无关 • 如果还有 

P = c t a , + … + c , a,f 

那么 b } ai + … +6, a ,= c l a l + … 

从而 （匕 - ci ) a , 1•… 

由于％,•••，《,线性无关，因此有 

b x — Ci =0， ••• ，6, — c , = 0. 

即 b x =Cj * …， 6, = c „ 

因此 P 由 A ,•••，《,线性表出的方式 惟一。 

必要性。设多由^，…， II ,线性表出的方式惟一，假如％，•••，<»,线性相关，则有不全 
为0的数…义，使得 

走 iHi + …+ 々, cr , = 0. (2) 

(1) 式与 （2) 式相加，得 

萝=(6| + h ) a ， + …+ (6, + 是 •） a ” （3) 

由于 I ，…，怂不全为0,因此 

(6 i -f *••• .6, k .) ^ (6 j ， b 2 ，…， b ,) 

于是 /^由… ，…， a , 线性表出的方式至少有 两种： U ) 式和 （3) 式。这与表出方式惟一矛盾。 
因此％，…， a , 线性无关。 

例8设向量组(^，…，氣线性无关^^匕奶+…+办久。如果6•乒0,那么用 P 替换 
以后得到的向童组 cri ，…， a ,- i ， p ， a , + i ，…， a , 也线性无关。 

证法一设 k x a x + …+ 务,- 成 -i +々./!+务+ …+走*«,=0。 
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则 k^ai 4■… +1-111,4 十^匕如 +M + 6, cr ，）+ ^ +1 flr.+i + … + A , cr , = 0。 


整理，得 

(^1 十 Wi )€fi +… + U.-i 十灸九叫 )0,-1 ^rk.b.a.+ikfii^i + 是 ,，1 )ft+i +…+ ( 灸 ,6,+ 《 ） Cf, =0 。 

由于免 ，…， a , 线性无关，因此 

k x + 袅々 1 =0 ， .” ，先 -| -\-k,bi- x =0, kfii=0t kib i+ i +^,+i =0, ••• 9 kfi t +^, =0. 

由于 6, 关0,因此1 = 0。从而得到 

ki = 0 ， … ，灸 rl =0 ， k tn = 0,… ，务 ，= 0. 

于是，… *0,-1 ，/，…， a , 线性无关。 

证法二由于 «1 = lai +0 ci 2 + … + 0 a •，…， 

a,-i = Ocii + … + lflr-i + … + Oa , ， p = + … +/ m *, ， 

a^\ = Octi + … + la—i + … + Oa, *••• *a, = Oai + … + Oar-i + la” 


于是 


0 bx 0 

0 b 2 0 

1 0 
0 6* 0 

0 6^» 1 


= 6, 关 0. 


0 … 0 6, 0 … 

因此据例 3 的结果得， fli ，…， a ,- i ，霣， a .+ i ，"••€»，线性无关， 


点评： 

例8中的命题称为替换定理•即设 o , ,-. o , 线性无关，^^卜阶十…+6, a •，如果系数 
A •关 0. 那么用/»替换 a , 后，向量组价，…，此-丨，^，^…，…，*!,仍线性 无关。 证法二不仅证明 
了替换定理，而且还可以看到：如果&=0,那么用 P 替换 a , 后，向置组 a , ，•••，•*, . . p . o . n . 
•, o . 就线性相关了（根据例3的结果 ）• 这个结论也可直接从 

p = 6,0, + … 十 ^ -ia. +0a, +*rt-ia i( -i H - \-b,a, 

看出。 

例9 证明： 由非零向量组成的向锺组 a ,， a 2 ..., a , (s 多2>线性无关的充分必要条件 
是： 每一个 a ,( l < i < s ) 都不能用它前面的向摄线性表出。 

证明必要性。设 <*,,(12, ••■，<*,线性 无关。 假如有某个 《*, 可以用它前面的向鱼线性 
表出，那么易见 a , 可以由向量组 a , , 的其余向童线性表出，这与 Oi .«2.-- o . 线性无 

关 矛盾。 因此每个 a , (1<;< s ) 都不能用它前面的向量线性表出。 
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充分性。设每个 a . dCigs ) 都不能用它前面的向量线性表出。假如 ， a 2 ，…，《,线 
性相关，则有一个 a , 可以由其余向童线性 表出： 

«/ = k x a \ H - -f ^ h - iO/+i + … +々》 a ,. (4) 

如果总#0,那么从 （4) 式得， a , 可以用它前面的向量线性表出，如果1 = 0,怂- 17 ^0, 那么 
見-,可以用它前面的向童线性表出。依次检査下去，…，如果那么 
印可以 用它前面的向量线性表出。这都与已知条件矛盾。因此 a ,， a 2 ，…， a , 线性无关。 

例 10 设 s < n , a ^ O 且当 0< r < n 时 ，〆 #1。 

a» = (l，a，a 2 , …， a’ 1 )， 
a 2 = (l ， a 2 ， a ‘ ， … ， a 2( "~ n )， 

••• ••• ••• ••• 

a , = ( l ， a -, a 2 ，， … ，产 1 >>• 

证明 ai ， a 2 ，•••，《», 线性无关。 

证明由于 a 关0且当0<^</1时， 0 ’关1,因此^，/,"',<^是两两不等的非芩数。 

当 s = n 时， 



与关于…, a - 的 n 阶范德 蒙行列 式相等，从而这个行列式的值不为0。因此 a , . a 2 , 
…， a „ 线性无关。 

当 s < n 时，同理有 

关0, 

从而它们延伸组 a , . a 2 .-, o , 也线性无关 • 

例 11 设 

A = 
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其中 s < n , a #0 且当 0< r <” 时， 〆 关1。 
证明： / V 的任意 s 个列向量都线性无关。 
证明任取 A 的第 71 ,) 2 列。 



a >« 1 … a j ~ l 

… a’ ,_l • 

: : 

a (rMM,,_l 》 fl (r-l)(>,-l) ••• ^1)(^1) 

由于 a 彳0且当 0< r < n 时, 〆 #1,因此 flh 1 — 1 , …，^ _1 是两两不等的非零数。从而上 

述行列式的值不为 L 因此 A 的第 ），， j 2 ，…，人个列向 M 线性无关。 

例12设数域 K 上 mX ” 矩阵 H 的列向馕组为，…， a -。 证明： H 的任意 s 列 
G < mi n 彳；都线性无关当且仅当：齐次线性方程组 

j - iOi + J 20 2 H - h xm . = 0 (5) 

的任一非零解的非零分 ft 的数目大于 

证明必要性。设 H 的任意 s 列都线性 无关。 假如齐次线性方程组 （5) 的一个非枣解 

» J 为 

1} = (O.'-.OtC^ ,0,-*,0,c 1( .0.**" , 0 )' i 

其中 c .,, …， c ,, 全不为 0, 且•则 

c t| o,, + … +c,,a., = 0. 

从而线性 相关。 于是 H 的包含第 :,，•••，: •，列的任意 5 列都线件 相关- 这与假设 
矛盾。因此方程组 (5) 的任一非零解的非零分童的数目大于^ 

充 分性。 设方程组(5>的任一非零解的非零分*的数目大于^假如 H 有 s 个列向* 
线性相关，则有不全为0的数… A 使得 
^ia, t + k 2 a, 2 + ••• + k t a it = 0 . 

从而 


i | = (0, — • O . ifei ，()，••• n ，0•…， 0) 

是方程组(5>的一个非零解，它的非零分最数目小于或等于 S 与假设矛盾。因此 H 的任 


意5列都线性无关。 
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点评： 

例12的证明方法可应用于代数编码理论的下述引理的证 明中： 

“引理具有校验矩阵//的二元线性码有极小距离当且仅当 H 的任意^列 
都线性无关。” 

例 1] 的证明方法可应用于代数编码理论的下述定理的证 明中： 

“定理 BCH 码如果它的设计距离为那么它的极小距离至少是 d 。” 

习题 3.2 

1. 下述说法对吗？为什么？ 

(1) “向量 组*， •••，(!,，如果有全为；的数使得 Aw+.u + bfO , 那么向 
S 组 a ,, …， a , 线性无关。” 

(2) “如果有一组不全为零的数… 4,， 使得 

4 , 0 , + …+ kA, ^ 0 , 

那么 a ,, …， a , 线性无关。” 

(3) “如果向撤组 a,, 山，…， a,(s>2> 线性相关，那么其中每一个向價都可以由其余向 
坩线性表出。” 

2. 判断下列向坩组是线性相关还是线性无关。如果线性相关，试找出其中一个向儇, 
使得它坷以由其余向量线性表出，并且写出它的一种表达式。 


(1) 

3 

1 


一 1 


1 

0 


2 

ai = 


* 02= ^ 

’ a 3 = 



2 

5 

0 


一 4 

2 


3 
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3. 证明： 在 K 3 中，任意4个向量都线性相关。 

4. 设向童组 a ,， ci 2 ， a 3 ， a , 线性无关，判断向童组 a , + a 2 . o 2 + a 3 . o 3 + a « . a , + a , 是否 
线性无关。 

5. 设向置组 a ,， a 2 ， a 3 ， a , 线性无关，令 

fi\ = Oi + 2a 2 . ft = a 2 + 2a 3 ，/ = 山十 2a, ，札 =a ，十 2<*i • 

判断向量组 / j , m 是否线性无关。 

6. 设向 ;！ 组 a ! , a 2 , a 3 线性无关，判断向量组 5 oti +2斯， 7 a 2 十 5<» 3 ， — 2 oj + 7 o , 是否 
线性无关。 

7. 证明： 如果向量组 a , , a 2 , a 3 线性无关，那么向置组山呢 +*： a 2 ， a 2 a 2 +6 3 a 3 , a 3 a t + 
&, a , 线性无关的允分必要条 件是 ： — 

8 . 证明：如果向 S 组 a , , a 2 , a 3 , a < 线性无关，那么向量组 a , o , + b : a 2 , a 2 a z + 6 3 o , , 
a 3 aj • a , a » + 6iOi 线性无关的充分必要条件是： aiajajfl « T ^ 6i62 & j6 «. 

9. 证明， 如果向 ft 组 a , , a :, a 3 线性无关，那么向憊组 2«,+ a 2 ， a 2 +5«* 3 ，也 
线性无关。 

10. 设向擐组 , a 3 , a , 线性无关，令 

( I , = Oi + 2 o 2 + 3 o 3 + 4 o t . />： = 2 oi + 3 o ： + 4 o 3 + a .» 

P , = 3 oi + 4 o 2 + a 3 + 2 a ,. fi , = 4 ai + o 2 + Za 3 + 3 a <. 

判断向置组/是否线性 无关。 

n. 当“取 何值时，下述向量组线性相关？ 



2 1 


1 


4 

«1 = 


* a - == 

-3 

. a 3 = 

7 


5 




1-2 

12. 设〜，七， … ，〜是 两两不同的数 ， r < n 。 令 



1 

a x 

» a 2 = 

1 

<22 

* a ,= 

1 

dr 

aV 


aV 


arr 


证明 ai ，《*2，是线性无关的 • 

3.3 向量组的秩 

3.3.1 内容精华 


线性方程组 々 a , +： r 2 a 2 十 … +H =/»有解的充分必要条件是 ： P 可以由<*〗 ， a 2 ，…， 
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o . 线性表出。如果 a ,, <* 2 ，•••,《*,线性无关，那么 / To 了以由 a ,, a 2 ，•••，《*„线性表出的充分必 
要条 件是： a ,， a 2 ，…, a . ，/»线性相关。如果 a , , a 2 ,••• 线性相关,那么如何判断/»可否由 
a ,. a 2 . -, o „ 线性表出呢？自然的想法是在向量组 a , ,<* 2 ，…， a , 中取出一个部分组是线性 
无关的，而且希望这个线性无关的部分组有足够多的向量，使得从其余向量中任取一个添 
进去得到的新的部分组就线性相关了。由此引出向量组的极大线性无关组的概念。还要 
问 的是： “/»可以由线性表出”与“多可以由，… ， a , 的 - 个极大线性无关 
组线性表出”是否可以互相推出？向最组 a ,, a 2 , …， a , 的任意两个极大线性无关组所含向 
鼠的个 数是否相等？这些就是本节所要研究的中心 问题。 

定义1向*组的一个部分组称为一个极大线性无关组，如果这个部分组本身是线性 
无关的，但是从这个向量组的其余向 M (如果还有的话）中任取一个添进去，得到的新的部 
分组都线性相关。 

定义2如果向最组 a , 的毎一个向 M 都可以由向量组 /»,,•••,/». 线性表出，那么 
称向 M 组可以由向鼋组丨，…. 取 线性表出，如果向墩组 a ,, …， a , 与向堆组/»,， 
可以互相线性表出，那么称向*组 a , 与向*组丨 ，…， /»,等价.记作 

<ai ， •- ,a,} ^ </1, 

向研组的等价是向讀组之间的一种关系。可以证明，这种关系具有下述三条 性质： 

(1) 反身性。即任何一个向《组都与自身等价< 


(2) 对称性，即如果 a ,, 与等价.耶么凡.….尽与等价》 

(3) 传递性，即如果 

ia, . — ^ </J, . — = (Ti • 

关于反身性和对称性，容易从定义 2 立即得出.关于传递性，只需证明线性表出有传 
递性： 

设 a ”..., a , 可以由丨，… ，扒 线性表出： 

o. = 2 ' ' = 1 ，•••，*; 

!•* 

且 H 可以由 I , …， y , 线性 表出： 

I 

ft = ）= 1， …“. 


= i = 1 ， 


即 a ,, -, a , 可以由 y ,， …， y , 线性表出。 
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命题1 向量组与它的极大线性无关组等价。 

证明 卑路： 向量组可以由它的一个极大线性无关组线性表出，这从极大线性无关组的 
定义和 3.2 节的命题1推导出。而向量组的极人线性无关组可以由这个向 量组线 性表出 
是显然的。 

从命题1和等价的对称性、传递性立即 得出： 

推论1向1组的任意两个极大线性无关组等价。 

从命题1和线性表出的传递性立即 得到： 

推论2 /»口了以由向量组 a ,,..., a , 线性表出当且仅当 P 可以由 <*,,•••, a , 的一个极大 
线性无关组线性表出。 

从推论2知道，研究多可否由向缳组 a ,,•••.(*. 线性表出等价于研究 P 可否由 a , ，•••，《, 
的一个极大线性无关组线性表出。 

从推论1知道，为了研究向*组的任意两个极大线性无关组所含向撤的个数是否相 
等，就徭要研究如果一个向量组可以由一个向 S 组线性表出，那么它们所含的向馕数目之 
间有什么关系？从“几何空间中三个向量 fr ,良，象 可以由两个向请线性表出，那么 
fi ' n 必共面”这一事实受到启发，锗想在 K ■中有卜述 引理： 

引理1设向最组可以由向最组线件表出，如果 r > s ， 那么 
P ， . ft , •••,/>, 线性相关. 

证明 思路： 为了证明 ft 養，…,取线性相关，需要找一组不全为0的数…上使得 
k , fi , + 从 + …+从= 0. 

为此考虑凡，乐，…的线性组合+心良+…由于丨，"•，/»■可以由 A ， 
a 2 ，…， a , 线性表出，因此上述线性组合可以转化成的线性组合。利用“方程 
个数少于未知量个数的齐次线性方程组必有非零解”这个结论，可以找到^，心，…，&取 
的一组值々 I ,…， I ,它们不全为0,但是它们使得上述 a , ，斯，…， a , 的线性组合的所有系数 
都等于0。从而怂扒 + …+々,/», = 0。因此丨， ft , 线性相关. 

从引理1立即 得出： 

推论 3 设向量组 凡，展， …， 可以由向量组 en ， a 2 , …， a , 线性表出，如果 ， … ，趴 
线性无关，那么 r < S „ 

从推论 3 立即得出。 

推论 4 等价的线性无关的向量组所含向馕的个数相等。 

从推论 4 和推论 1 立即得出： 

推论5向量组的任意两个极大线性无关组所含向量的个数相等。 

由推论 5, 引出下述重要 概念： 
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定义3向童组的极大线性无关组所含向量的个数称为这个向置组的秩。 

全由零向童组成的向量组的秩规定为0。 

向量组 flti . 02 . — . a , 的秩记作 rank{ai ,02 
由向量组的秩的定义和极大线性无关组的定义立即 得出： 

命题2向量组 ，…， a , 线性无关的充分必要条件是它的秩等于它所含向量的 

个数。 

由命题2 可知： 仅凭一个自然数"一向童组的秩就能判断向量组是线性无关还是线 
性相关。由此 看出： 向量组的秩是多么深刻的概念！ 

如何比较两个向童组的秩的大小？ 

命題 3 如果向童组 （ 1> 可以由向最组 （ D) 线性表出，那么 
( I )的秩< ( D ) 的秩. 

证明思路 ：有关 向量组的秩的证明题通常都要取向童组的一个极大线性无关组 。设 
a , , a 2 , …, a . 是 （I >的一个极大线性无关组 ./>, ，…， fi . 是 （ 0) 的一个极大线性无关组。则 a , ， 
…, a , 可以由 （ I) 线性表出 ，又（丨） 可以由 <n> 线性表出 ，（ n) 可以由丨，…，戽线性表出，因 
此 《,,•••. a , 可以由 /»,,•••,/», 线性表出.由于 a ,,••••<*. 线性无关，因此 
从命题3立即得到： 

命题4等价的向最组有相等的秩。 

注意： 秩相等的两个向量组不一定等价。例如. 



1 


0 


1 


0 

= 

0 

.a 2 = 

1 

; = 

0 

， ft = 

1 


0 


‘0 


1 


1 


显然 a ,, a 2 线性无关，因此 rank { o ,, o 2 >=2. 

显然线性无关，因此 rank 彳 p , , ft >=2. 

于是 rank<ai , aj }= rank < p , .^} 0 

假如凡 则 


1 


1 


0 


k ' 

0 


0 

+ 走2 

1 

= 

灸 2 

1 


0, 


0 


0 


由此推出1=0,矛盾。因此不能由 <*, •«*；： 线性表出。从而 ，乐与 ，<« 2 不等价。 
3.3.2 典型例题 

例1求下述向量组 a , , a 2 ，<* 3 的一个极大线性无关组和它的秩。 
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因此线性无关。从而它们的延伸组 01 ,幻也线性无关 • 由于 


3 —2 6 

0 10 30 

0 5 15 = 

0 5 15 

一 1 4 8 

一1 4 8 

10 

30 

(_1) • (-1) 3+, r 

= 0 . 

5 

15 


因此 a , , 山， a 3 线性相关，从而 fl ,, a 2 是向*组 a ,, a 2 , a 3 的一个极大线性无关组。于是 

rank{ai ,a 2 . a 3 > = 2. 

例2设向 S 组 《 i , …， a , 的秩为 证明： 《〖，•••,<!, 的任意 r 个线性无关的向 ft 都构成 
它的一个极大线性无关组。 

证明设 a , ,,.•■，(》,，是〜 ，…， a , 的一个极大线性无关组。在 a ,， …， a , 中任取 r 个线 
性无关的向索 0 ^ ，— , a > r ，在其余向置中任取 《*,• 由于 or ,, , — . o ；r , o , 可以由 《*,, ，…， a ,, 线 
性表出。据引理1得， a , ,，…， a ,., a , 线性 相关。 因此 a ,, ,…， a ,. 是 a , , …， a , 的一个极大线 
性无关组。 

例3设向讀组 a , 的秩为 r , 证明： 如果《*,，•••，<*,可以由其中的 r 个向量 or , ,， 

― » a , r 线性表出，那么 a ,, ，…， a , .是 cii ，••• ， a , 的一个极大线性无 关组。 

证明设队,是 a ,, .... a , 的一个极大线性无关组。由已知条件得， a •，可 
以由 a ,,, …， a ,, 线性表出。据命题3,得 

r = rank la ,, ，… ， a ,.} < rank { a >, ，… ， a ,. }• 

从而 rank { a ,, , —. a, r }= r . 因此 a ,, ，…， a ,. 线性无关.据例 2 得， a ; l ，…， a ,, 是 a , ，…， a , 
的一个极大线性无关组。 

点评： 

例2和例3的结论直观上看都是显然的 • 如何根据极大线性无关组的定义把道理讲 
清楚并不容易。我们在上面写出的证明是严 谨的。 

例4证 明：在 n 维向量空间中，任一线性无关的向最组所含向量的个数不超 
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过 

证明设叫，…，^是 K •中线性无关的向 童组。 由于 K ■中任一向量都可以由向 

量组 



1 


0 

0 


0 


1 

0 

Si = 

0 

* tl = 

0 ，•••，& = 

0 


0 


0 

1 


线性表出，因此％，…， a , 坷以由 fii ,« 2 * — 线性表出。据推论 3 得， 

注：例4也可以从中任意 n + 1 个向景都线性相关”立即得出。 

例 S 证明： 在 n 维向最空间中，/!个向最 ai , a 2 ，…， cu 线性无关当且仅当 K ” 中 
任一向最都可以由 a ,， a 2 ，… ，队 线性表出。 

证明必要性。设 a ,, a 2 ,•"• a •线性 无关。在 K - 中任取一个向里扒由 3.2 节的例5 
知，向 S 组 € Tl ， fl 2 ，…， cu ，/>必线性相关。从而 P 可以由 flh ，•••，<!,线性表出。 

充分性。设 K ■中任一 向量都 可以由…， a ■线性 表出。 则&,&，•••，&可以由 
Ah ， a 2 ，…， a n 线性表出。据命题3得 

rank{«i .c 2 ，•"，«•}< rankiai .o 2 ，•••，<»•}• 

由于 c 〗 ， C2 ，•••，《- 线性无关，因此 rankle, ，* 2 •… * e n ) = n 0 从而 ranMen ， a 2 ，…， 軋>=” •于 
是 a ，， a 2 , …，线性无关。 

例6 证明： 如果向最组 a , ，…， a , 与向景组〜，…， a ,, P 有相等的秩，那么 P 可以由 
ai . — . a , 线性表出。 

证明设 氣，，…， a ,, 是向置组 •••,<*. 的一个极大线性无关组。则可以 
由 a , ,…， a ,， p 线件表出。据命题 3 得 

ranMa 、 ， … ， a 、 ，川 < rank<cii ， … ， fir, ，於> 

乂已知 rank{ai » — »a, = rank{ai ，…， 

因此 rank(cr M ， … ， l». r ， PXrO+l. 

从而 a ,, ，…， \，/> 线性 相关。 又由于 \ ，…，\线性无关，因此 P 可以由 a ,,, …，\线 
性表出。从而 p 以由 a 丨，…， a , 线性表出。 

点评： 

有关秩的问题，通常都要取向量组的一个极大线性无关组。例如在例6的证明中，如 
果不取向量组 cr , ，…， a , 的一个极大线性无关组，那么虽然有 rankU , ，…， a , ， 

… ， cr, Xs<Cs+l ，从而 ai •― »a, • p 线性相关，但是由于 cn ，…， a, 不一定线性无关 * 因此得 
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不出/»可以由《*,，•••，《*,线性表出的结论（请读者 举一个例子： 《*,,的,/1线性相关,但是/»不 
能由 a ,，or 2 线性表出）， 

例7 证明： 两个向量组等价的充分必要条 件是： 它们的秩相等且其中一个向量组可 


以由另外一个向量组线性表出。 

证明必要性由命题4和向貴组等价的定义立即得出. 

充分性。设向量组（1>与向童组 (n) 的秩相等，并且 （ I) 可以由 （ n) 线性表出。设<»,，•••， 
a , 与 fh , … . fi r 分别是向量组 （ 1> 与 （ n) 的一个极大线性无关组。则 a,, •••,«», 可以由向量组 
<1>线性表出，（11〉可以由/1 | ,"，,/^线性表出.又已知（丨）可以由 （ 11>线性表出，因此 < » 1 ,-", 
a , 可以由丨，…，扒线性表出。任取丨 （） =1,2,…， r)。 则叫， •"，《*,,/», 可 以由丨，…， 取线性 
表出。据命题3得 


rankfoi , — .o, .ft } < rank(/>, , — = r< r + 1. 

因此 a,,...,a,,/», 线性相关，又 a,， …， a, 线性无关，因此 ft 可以由 a,, …， a, 线性表出。从而 
可以由 ai ，…，《,线性表出•因此向量组 （ n> 可以由向供组 （ i) 线性表出。于是向量 
组 （ I) 与 （m 等价。 

例8 证明： 一个向 * 组的任何一个线性无关组都可以扩充成一个极大线性无关组。 


证明设向 R 组 a,, …， a. 的一个线性无关组为 a ._ ，其中若 w = 则 
a, ,，…， or,, 就是向鼂组 a,,...,or, 的一个极大线性无关绀。下面设 m<h 如果 a,, ，…，(1,_不 
是 a,,...』， 的一个极大线性尤关组，那么在其余向量中存在一个向量，使得 a,, ，…， 
线性 无关。 如果它还不是 a, 的一个极大线性无关组.那么在其余向 * 中存 

在向置使得 a, , a._ a, 线性无关.如此继续下去。但是这个过程不 
可能无限进行\去（因为总共只有 s 个向最），因此到某一步后终止，此时的线性无关组 
a,, ，…， a,, 就是 <ii . — .a, 的一个极大线性无关组。 

例9设 



(1) 证明： a, .a : 线性无关； 

(2) 把 a , ,(* 2 扩充成氣 ， a 2 , a , , fl s 的一个极大线性无 关组。 

⑴ ㈣ 由于 2 5 = _ 2 _ 15#0> 

3 一 1 

因此 0,( — U 线性无关。从而它们的延伸组 免 也线性无关。 
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(2) 解 把 《 3 添到 奶，《 2 中，直接观察得 《 3 =奶 一山。 因此 € h ， a 2 ，《 3 线性相关。 
把添到 ai * a 2 中，由于 

250250 25 

3 —1 -1 = 3-1-1 = (—1) • (一1)*+ 3 or 4 7^=0, 

25 — 4 

4 3 7 25 -4 0 




线性无关。从而它们的延伸组 a , , a 2 , a , 线性无关。 


把 a 5 添到中 ， a 2 ， a , 中，由于 



= 90关 0. 


因此 ，<»2，(*<，《*5 线性 无关。 

综上所述， 山，山 ， a « , a 5 是 ai , o 2 , a 3 . a , . a 5 的一个极大线性无关组。 

•例10 s 个向墩的向量组如果它的秩为 s — 1,且包含成比例的非零向量。试 问：此 


向*组有多少个极大线性无关组？ 

解设 a , 的秩为 J — U 不妨设 a , ，…，私-丨是 ai ， …， a , 的一个极大线性无关 

组。由于成比例的非零向量是线性相关的，因此在奶，…， a ,-, 中不含成比例的非零 向*。 
从而 a , 与某个成比例，即 = 由于 a ,#0, 因 此灸关0, 据本章 3. 2 节的 
典型例题的例8的结果及其后面的点评，用 ot , 替换 a , 后，得到的向最组 a , ， …， a , -!，(*,， 
a , + l , …，<*,-丨仍线性无关。据本节例2的结果，它是叫， …， a , 的一个极大线性无关组。而 
用 a , 替换 a , 七'# 后得到的向量组都线性 相关. 因此％，."，《,恰好有两个极大 


线性无关组。 


例11设数域 K 上的 n 级矩阵 






满足 
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|a- I > 2 I I * « = H“，”. 

i-l 

证明： A 的列向量组 ， a 2 ，…， ou 的秩等于 n 。 

证明只要证 cn ， cr 2 ，…，也线性无关* 

假如奶，《”-，《■线性相关，则在 K 中有一组不全为0的数灸, ， K ，使得 
k { a\ -f k 2 a 2 4- •- -f- k^ m = 0 . 

不妨设 | U = max 彳 | h | ， I ，…， I } 

在 （1) 式考虑第 / 个分量的 等式： 

k \ ai \ 4- 是 za /2 + …+ + …+ — 0. 


从 (2) 式得 


=—^an _ - - ••• - Y t ak 


( 1 ) 


( 2 ) 


从 (3) 式得 




I *j« 2 1^| I a « I < S I I• 


i-i 

这与已知条件矛盾。因此 a ,, a 2 线性无关。从而它的秩等于〜 


(3) 


(4) 


点评： 

例11的矩阵 A 称为主对角占优矩阵，上述结果 表明： 主对角占优矩阵的行列式不 


为零。 


习题 3.3 


1. 设向量组 



21 


- 1 


7 

ai = 

0 

» a 2 = 

3 

* a 3 = 

一 4 


0 


0, 


0 


求免 ，山，山 的一个极大线性无关组，以及它的秩 • 
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2. 设向量组 



3 


27 


一 1 

«l = 

— 2 

. a 2 = 

-18 

. a 3 = 

5 


0 


0 


8 


求％， fl 2 ， a 3 的一个极大线性无关组，以及它的秩。 

3. 设向量组 




(1) 证明叫 ，免 线性无关； 

(2) 把叫 ，a 2 扩允成如， a 2 ，a 3 ，a,，ci s 的一个极大线性无关组。 

4. 证明 ：数域 K 上的 n 个方程的 n 元线性方程组 

xiai -f- x 2 a 2 4- ― -f xji m = fi 

对任何都有解的充分必要条件是它的系数行列式 I A| 关 0 # 

5. 证明： rank<a" …， a,，，i. —Xrankiai ，…， a,}+rank{fr 

6. 设向童组氣，…, <i, 的每一个向量都可以由这个向童组的一个部分组 a,, ，…，％惟一 
地线性表出。证明： a,, ，…，'是撕，…， a, 的一个极大线性无关组，且 rank{a, 〆••，<»,}=〜 

7. 设向 ft 组如 ，《r 2 ，€f 3 线性无关•令 


fii = 01 — a 2 1 == a 2 — a 3 » ft = a 3 — o « • = a 4 — ai . 

求 ， ft 的一个极大线性无关组。 

8•设 凡 = c » 2 + a 3 + … + flu ， 


p m =ai +a 2 + m+a l(l -i. 

证明： rank{/>, ,/fc ，…， A > = rank{ai ， i» 2 ， … ， a -}。 
9. 设数域 K 上 sXn 矩阵 


A = 


a 21 


满足且 


^»2 
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2 II > 21^1* 1 = 

证明： A 的行向量组 y ,, y 2 ，…， y , 的秩等于 s 。 

10. 设向最 p 可以由向量组 a , , a 2 ，…, a , 线性表出，但是/»不能由 a ,， a 2 ，…， a ,— ,线性 
表出。证明： rank{ai . o ： » ,, *. o ,)= rank{ai »Oi .•••. o.-i .#>. 

3.4 子空问的基与维数 


3.4.1 内容精华 

线性方程组 JiOi + x z az +… + = /!有解的充分必要条件是 〈 ai ，<* 2 ， …， >。 

为此裔要研究 向馕空 间的？空间的结构。几何空间 V 中，取定三个不共面的向撤 

则空间中任一向墩 W 坷以由惟一地线性表出，于是几何空间 V 的结构就很淸 
楚了。 由此受到启发，我们在《维向 衆空间 K ’ 的子空间 U 中，引进下述 概念： 

定义1设 I ； 是 K" 的一个子空间，如果山，*^, …， a , et /， 并且满足下述两个 条件： 

(1) ai » o 2 *••• < a , 线性无关， 

(2) [； 中每一个向#都可以由 o ,. o 2 ,-. a , 线性表出，那么称 a ,， a z ，…， a , 是 17 的一 
个基。 

由于 a , , a 2 ，…, a , 线性无关，因此如果 a 可以由 a , , a 2 . -. a , 线性表出，那么表法惟一。 

显然， u 2 ，…， e , 是 / C ， 的一个基，称它为 If 的标 准基。 

定理1 K - 的每一个非零 T 空间 I ；都有一个基。 

证明思路：取1/中一个非零向最 <*,, 向_量组 a , 是线性无关的。若 〈队〉 关 I ；，则存在 
I ；,使得 a 2 €〈 a ,>, 于是 a 2 不能由 a , 线性表出，因此 a , ，免线性无关。若则 
存在 < i 3 ei /, 使得 a 3 6< a ,， a 2 >。 从而 a , , a 2 . a 3 线性无关。由此继续下去。由于 K " 的任一 
线性无关的向鼋组的向置个数不超过因此到某—步 终止。 即〈山，(* 2 ，…， a ,〉= l ^ 于是 
Oi . o 2 . — . o , 是 (； 的一个基。 

定理1的证明过程也表明，子空间 U 的任意一个线性无关的向量组都可以扩.充成 U 
的一个基。 

由于等价的线性无关的向最组含有相同个数的向最.因此有 

定理2 K •的非零子空间 I •/的任意两个基所含向量的个数相等。 

定义2 K ” 的非零子空间 I ；的一个基所含向量的个数称为 U 的维数，记作 dim K l /， 或 
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dimL/o 

零子空间的维数规定为0。 

由于 ，…，心是 K ' 的一个基.因此 = 这就是为什么把 称为卩 竿向* 
空间的原因„ 

基和维数对于决定子空间的结构起着十分重要的作用。 

设 a, 是 K ’ 的子空间 L ； 的一个基，则 U 的每一个向 fia 都可以由 a, ，…， a, 惟 
—地线性 表出： 

a = a,a, + a 2 a 2 + ••• + aM r - 

把有序数组 (ai，a 2 ，•••，<«,)称为在基 <*i .o 2 .— ,o, 下的坐标。 

命题1设 diml/ = r, 则 [7 中任意 r+1 个向量都线性相关。 

证明 思路： 取 U 的一个基 a,,a 2 然后用 3.3 节的引理1, 

命題2设 dim[；=r ，则 L； 中任意 r 个线性无关的向童都是 U 的一个基， 

证明思路 ：任取 1/的线性无关的向董 a,,a 2 ，… ,<r。 任取 /»€!；• 由命® 1的结论得， 
奶 ，…， a,,/» 线性相关，从而 P 可由 a,, …， <»,线性表出.因此 a,, …， a r 是 U 的一个基， 

命题 3 如果 I ； 中每一个向最都可以由 a, , …， a, 线性 

表出，那么 a,, …， a, 是1/的一个基。 

证明 思路： 取 U 的一个基由已知条件得可以由 a, 线性表 

出，因此 

r = rank{5, , S 2 ，―, S r ) < rank{ai ，a 2 . — .a,} 

从而 (^，斯 ，… ,a, 的秩为 r, 因此它线性无关，从而它是I；的一个基， 

命題 4说 I ；和 W 都是 K •的非零子空间，如果 USVV , 那么 
diml / ^ dimW . 

证明 思路： 在I；和 W 中分别取一个基**,，…， a,; 因为所以 a, ， …， 

a , 可以由 》Ii ，•••，》?,线性表出，从而 

命睡 5 设 [； 和 W 是 K ， 的两个非零子空间，且 l / ew , 如果 dimL7 = dimW , 那 
么 U = W 。 

证明 U ■中取一个基 印 ，a 2 ，…， a,。 由于 L/SVV, 因此 a,，a 2 ，.. .，队 €W。 由于 dimVV = 
diml/=r ，因此 ，《*2 ，...，《«. 是讲的 一个基。从而取中任一向量多可以由 Oi .o z .•••.o, 线性 
表出。于是/因此 l/=W。 

命题 1,2,3,5 表明维数在研究子空间的结构中起的作用。 

由向量组 a, , a 2 , …， a , 生成的子空间 W=<a, ，《 2 ，…， 《*,> 的结构如何？取氣 , a 2 ,— , a , 
的一个极大线性无关组 <»., ，•- ,o,,= 由线性表出的传递性可知, W 中每一个向量都可以由 
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a , ,线性表出，因此 a ,,， …, a . 是 W 的一个*。从而 dimW = r 。 这证明 了下述 定理。 
定理 3向童组 ^，山 ，…， a , 的一个极大线性无关组是这个向量组生成的子空间 < a ,, 
a 2 ，…， a ,> 的一个基，从而 

dim <01 < a 2 ，•••，《*,〉= ranklai ， a 2 ，."， a ，}. 

注意区别 dim < ai ， fl :， …， a ,> 与 rankioi , fl 2 , …， a ,} 是不同的两个概念: dim < o , , a 2 , 
…， 《.> 是由生成的子空间的维数，它等于这个子空间的一个基所含向最的个 
数； 而 rank < a , , a 2 ,•••,<*,} 是向量组叫， a /, 的_，它等于这个向量组的一个极大线性 
无关组所含向量的 个数。 维数是对子空间而3,秩是'对向量组而自\子空间有无穷多个向 
最，而向 M 组只有有限多个向*。 

数域 K 上 sXn 矩阵 A 的列向童组 a , ,(*:,•••,<». 生成的子空间称为 A 的列 空间； A 的 
行向 ft 组 h ，…， y , 生成的子空间称为 A 的行 空间 •由定理 3 知道， A 的列（行）空间的 
维数等于 A 的列（行〉向纛组的秩。 

3.4.2 典型例题 

例1设 r < n 。 在 K ’ 中，令 

U = < ( a ,， a : ，…， a , ,0,…， 0/} I a , 6 K , i = 1.2, — , r }. 

求子空间1/的一个基和维数。 

解 U 中任一向软 a = ( a ，， a 2 ， …， a , ，0,…，0>'可以表成 
a = aiCi 4- arSz + ••• + QrSr « 

由于 8l ,« 2 , •••,«, 线性无关，因此它的一个部分 组的， ft ，•••，《. 也线性无关。从而 e , 南 ，…， 
心是 （7 的一个基 。于是 

dimU = r . 

例2设 A 是数域 K 上的”级矩阵 • 证明： 如果 IA | 关0,那么 A 的列向量组 a ,， d 2 , 
•“，<*„ 是尺，（由列向 S 组成）的一个基； A 的行向* & yi , y 2 ，…， y , 是 K ” （由行向量组成） 
的一个基。 

证明由于 |A|#0, 因此 A 的列向量组线性无关，又由于 dimi("=n ，因此据命题2 
得, A 的列向最组是 K " 的一 个基.同理, A 的行向最组是 K •(由行向量组成）的一个基。 

例3设 K •中的向量组 



Q\\ 


flu 


0 

azz 

azn 

ai = 

0 ， a 2 = 

0 

* •••* a, = a 3n 


0 

0 

a_ 
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其中 flua 22 … a ■关0。 证明： 叱 ， a 2 ，…， cn 是 K " 的一个基。 

证明由于 

a n a u … a Xn 

0 a 22 … a 2m 八 

• • = a n a n ^a m ^ 0 , 

0 0 … a m 

因此 ai , 02 , •••，<>,线性无关。又由于 ditnK - = n ，因此据命题2得. 0 , , a 2 . … ， a ■是 K " 的一 
个基。 

例4判断下述向量组是否为 f 的一 个基： 



|35 ll | I 35 1 


I 120 11 

= 1 - ( - U 1-121 -1 ^°- 

因此 fli , ct 2 ,<*3 , a < 线性无关 。乂 dimK * =4，从而 a , ，<* 2 ，<* 3 ， a < 是 的一个基 • 

例 S >1』断 iO 中的向最组 



是否为的一个基。如果是，求在此基下的坐标。 
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1. 找出 K 4 的两个基，并且求向景<»=(^,心，❼，〜）分别在这两个基下的坐标。 

2. 证明： K ” 中的向量组 
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是 K ” 的一个基。 

3. 判断下述向量组是否为 K 3 的一 个基: 


(1) 

2' 


1 


-2 


1 


2 

， 

2 


2, 


-2 


1 

(2) 

2 


5 , 


7 


5 

* 

-2 

• 

— 3 


6 


. 3 


4 

(3) 

\ 


0 


2 


0 

* 

4 

* 

一 4 


1 


-1 


3 


4. 第3题的第 （1) 小题中的向#组如果是的一个基，求向量 a =( ai , a 2 , a 3 )'SK 
基下的坐标。 

5. 设[；是/^的一个非枣子空间，证明： L ； 中任一线性无关的向最组可以扩充成 (7 的 
一 个基。 


3.5 矩阵的秩 


3.5.1 内容精华 

线性方程组… +_ r , a ,= p 的增广矩阵既有列向置组的秩，乂有行向貴组 
的秩，研究这两者之间的关系就能充分把握线性方程组的信息，从而有助于判断线件方程 
组有无解，以及讨论它的解集的 结构。 

矩阵 A 的列向里组的秩称为 A 的列秩； A 的行向最组的秩称为 A 的行秩。 

矩阵 A 的列秩等于 A 的列空间的维数, A 的行秩等于 A 的行空间的维数。 

研究矩阵 A 的行秩与列秩之间的关系，途 径是： 先研究阶梯形矩阵的行秩与列秩的关 
系，然后研究矩阵的初等行变换是否不改变矩阵的行秩，也不改变矩阵的列秩。 

定理1阶梯形矩阵/的行秩与列秩相等，它们都等于/的非零行的个数；并的 
主元所在的列构成列向置的一个极大线性无关组。 

证明设数域 K 上 sXn 阶梯形矩阵 J 有 r 个非零行则 J 有 r 个主元，它们分 
别位于第乂， …， 入列。于是 J 形如 
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… 0 


… 

•• c ljr 

… o 

0 


"% 

… o 

0 

… 0 

•• 

… 0 

0 

… 0 

•• 0 

… 0 

0 

… 0 • 

•• o • 


其中 ， c w , ... c 乂关 0. 

把 J 的列向童组记作**,.^,…, or . »行向量组记作 y ,， r 2 , …， I 。 
先求 J 的 列秩。 由于 

C itl c、, t ... Cli ， 

0 c *>, ••• C K - 

= c Ul c th -c^ r # 0 , 


0 0 … c 0r 


因此向*组 




*v 



0 

* 

c *>« 

: 

， …* 

c ti r 

. 0 


0 


k 


线性无关。从而它的延伸组的, 粍也线 性无关•于是 rank 、, . a y ,,-. o /r }=i 
从而 

dimGh ta it *••• » a, r > = r . 

设 

U = {( a ! ，… a r ，0, …， 0)’ 丨 a , 6 K，i = 1 ，2,…， r }. 

据本章 3.4 节的典型例题的例 1 的结果 • dim (7= r * 

由于 fifl ，<»2 * …， <»• 61/，因此 

<a>, *a ；2 *••• *a> r > Q <ai >a 2 •― *a„> Q U. 

从而 

r = ， •••， a " 〉 < dim 〈 cii ，灸 ，••• ’ a * 〉 < dimL / = r . 

由此得出 

dim〈ai « a 2 ♦••• * a ,) = r . 
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于是 •/ 的列秩等干由于 tf ,，， a , 2 ，…，\线性无关，因此 €^， a , 2 , …，\是 J 的列向董组 
的一个极大线性无关组。 

再求 7 的行秩，从 （1) 式得出，向量组 

(…,“1，:，…， c ij ) ， 

(0， c 2 ,: ，…， c tjr ) • 

••• ••• ••• ••• 

(0， 0. …， c , r ). 

线性无关。从而它的延伸组 I ,”，•••. y . 也线性无关。由于因此 y , , y 2 , 
…，八是 y , ,”，•••，/,的一个极大线性无关组，从而 ■/ 的行秩等于 r 。 

综 上所述,/的列秩与行秩都等于 J 的非零行个数 r , 并且 J 的主元所在的第） 

…， jr 列构成列向最组的一个极大线性无关组。 

定理2矩阵的初等行变换不改变矩阵的行秩. 

证明 思路： 设/可证 A 的行向撤组 r ,, …，…， y , 与 B 的行向* 
组 y , ，…， y ,, …， 乃+叶.， •••，/, 可以互相线性表出.从而它们等价。因此 a 的行秩等于 b 
的 行秩。 

设 A < o - 0> . c ， 显然 A 的行向量组与 C 的行向 ft 组等价，从而它们的行秩相等。 

设，其中 1^0. 易证 A 的行向量组与£的行向®组等价，从而它们的行秩 
相等。 

定理3矩阵的初等行变换不改变矩阵的列向录组的线性相关性，从而不改变矩阵的 
列秩。即 

U ) 设矩阵 C 经过初等行变换变成矩阵 D , 则 C 的列向量组线性相关当且仅当 D 的列 
向最组线性相关> 

(2) 设矩阵 A 经过初等行变换变成矩阵 B , 并且设 B 的第_/,，)：，•••，)，列构成 B 的列 
向量组的一个极大线性无关组，则 A 的第）， ，夂，… ，人列构成 A 的列向量组的一个极大线 
性无关组：从而 A 的列秩等于 B 的列秩， 

证明 思路： （1) 设 C 的列向量组是 •••,»»■; D 的列向量组是戌，备，…,5,。当 C 经 
过初等行变换变成 D 时，相应的齐次线性方程组 心项 +x : 屮 +… +x,tj,=0 就变成 + 
而&+… +: c _5,=0。 从而这两个齐次线性方程组同解。于是|»■，咏，…， 》 r •线性相关当且仅 
当 ft ，&,...，《■线性相关。 

(2) 当 A 经过一系列初等行变换变成 B 时, A 的第夂士，…，人列组成的矩阵弋变成 
了 B 的第…，夂列组成的矩阵 B ,。 由已知条件和第 （1) 部分的结论得 ， A , 的列向量 
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组线性无关。在 A 的其余列中任取一列，臂 如设第 /列，在 A 变成 B 的一系列初等变换 
下， A 的第），，夂，…，人 W 列组成的矩阵 A 2 变成了 B 的第，人 J 列组成的矩阵 iJ 2 。 
由已知条件和第 （1) 部分的结论得 , A 2 的列向量组线性 相关。 因此 A 的第，…，人列 
构成 A 的列向量组的一个极大线性无 关组。 从而 “ A 的列秩 = r = B 的列秩”。 

定理4任一矩阵 A 的行秩等于它的列秩。 

证明把 A 经过初等行变换化成阶梯形矩阵 J 。 则 “ A 的行秩 = J 的行秩=_/的列秩= 
A 的列秩”。 

定义1矩阵 A 的行秩与列秩统称为 A 的秩.记作 ra nk ( A )。 

推论1设矩阵 A 经过初等行变换化成阶梯形矩阵 J . 则 A 的秩等于 J 的非零行个 
数。设 ■/ 的主元所在的列是第•，人列，则 A 的第）…列构成 A 的列向 量 
组的一个极大线性无关组。 

证明由定理3、定理1立即 得到。 

推论1给出了同时求出矩阵 A 的秩和它的列向*组的一个极大线性无关组的方法。 
这个方法也可以用来求向量组的秩和它的一个极大线性无关组，只要把每个向撤写成列向 
_■，并且组成一个矩阵。这个方法还可以用来求向谡组生成的子空间的维数和一个基 。推 
论1还吿诉我们，尽管矩阵 A 经过不同的初等行变换可以化成不同的阶梯形矩阵，但是这 
些阶梯形矩阵的非零行个数是相等的.都等于 A 的秩。 

由于矩阵 A 的行向量组是 A ' 的列向敏组，因此 

rank(A) = rank(A'). 

又由于矩阵 A 的列向童组是 A ' 的 行向* 组，因此对 A 作初等列变换也就是对作初等行 
变换。 从 而有： 

推论2矩阵的初等列变换不改变矩阵的秩。 

在定理1的证明过程中看到，阶梯形矩阵■/有一个 r 级子式 （1) 不等于0,而所有； *+1 
阶子式都包含零行，从而其值为0,对于一般的矩阵也有类似的 结论： 

定理5任一非零矩阵的秩等于它的不为零的子式的最髙阶数。 

证明 思路： 设 sXn 矩阵 A 的秩为 r •则 A 有 r 行线性无关，它们组成一个矩阵。 
由于 ranWAJsr ，因此 A , 有 r 列线性无关 • 于是 A , 的这 r 列形成的行列式不为0,而这 
是 A 的一个 r •阶子式。 

设 》 j > r，R m < min { s ， n } • 任取 A 的一个 wi 阶子式 


由于 A 的秩为 r , 因此 A 的列向量组的极大线性无关组由 r 个向量组成。由于 A 的第/,， 
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“，…， 列可以由 A 的列向量组的极大线性无关组线性表出 ，且讲 > r , 因此 A 的第/,, 

…，二列线性相关(据 3.3 节的引理1)。由于 A 的 m 阶子式（2>的列向量组是 A 的第 
h ， …， L 列的缩短组，因此它们也线性相关，从而 A 的 m 阶子式 （2) 等于0。 

综上所述, A 的不等于0的子式的最高阶数为 r 。 

定理4和定理5表明，任一非零矩阵 A 的行秩等于列秩，并且等于 A 的不为零的子式 
的敢商阶数。由此看出，牢学是一个非常深刻的概念，它甲 疗巧* 早列向 ft 

毕哼学，不岑苄 f 芩哼零幸命傘 幸个, 莩宇勿此外， A 的台 (•列 •的.行 ( •列 •>$ 

命数•，蚣♦二+ sXr , •矩•阵 ' A •来•说 •,A 士间是 n 维向最空间的一个子空间，而 A 
的列空间是3维向量空间 K 1 的一个子空间，它们的维数竞然相等！而且还等于 A 的不为 
零子式的最高阶数！这说明矩阵的秩这个概念深刻地揭示了矩阵的内在性质。 

定理5还给出了求矩阵的秩的另一种方法，即求不等于零的子式的最高阶数。利用最 
高阶的不等于零的子式，还可以求出矩阵的行 （列〉 向最组的一个极大线性无关组。即 

推论3设 sXn 矩阵 A 的秩为 r , 则 A 的不等于零的 r 阶子式所在的列（行）构成 A 的 
列 （行〉 向*组的一个极大线性无关组。 

证明 思路： A 的不等 于零的 r 阶子式的列 （行） 向 * 组线性无关，从而它的延伸组也线 
性无关，即 A 的相应的 r 列（行)线性无关。由于 A 的秩为 r •，因此这 r 列（行）构成 A 的列 
(行） 向* 组的一个极大线性无关组。 

—个 n 级矩阵 A 的秩如果等于它的级数 n . 那么称 A 为漪秩矩阵。 

容易看■出： 

推论4 n 级矩阵 A 满秩的充分必要条件是 | A | 关0» 

3.5.2 典型例题 

例1计算下述矩阵的秩，并&求它的列向》组的一个极大线性无 关组： 



解法一用初等行变换把 A 化成阶梯形 矩阵: 


一 3 0 

2 

一 1 


1 

1 

-2 

4 

1 1 

-2 

4 

- ► 

-3 

0 

2 

一 1 

一 2 1 

0 

3 


-2 

1 

0 

3 

0 5 

一 4 

2 


0 

5 

-4 

2 
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1 

1 

-2 

4 


1 

1 

一 2 

4 


0 

3 

一 4 

11 

_^ 

0 

3 

一 4 

11 


0 

3 

-4 

11 


0 

0 

0 

0 


0 

5 

一 4 

2 


0 

一 1 

4 

一 20 


0-1 4—20 

0 0 8 —49 
0 0 0 0 


从最后这个阶梯形矩阵看出， rank ( A ) = 3， A 的第丨，2,3列构成 A 的列向量组的一个 


极大线性无关组。 


解法二求 A 的不等于零的子式的最高阶数。 

容易看出， A 有2阶子式不等于零，试计算 A 的左下角的3阶 子式: 


11-2 


1 

1 

-2 


一 2 1 0 

= 

0 

3 

一 4 

= 

0 5-4 


0 

5 

一 4 



再计算 A 的行列式: 



尹0 


I A | = 



=1 • (-l) m 




11 

11 = 0 . 

2 


因此 rank ( A ) = 3, 并且 A 的第 1,2,3 列构成 A 的列向 ffl 组的一个极大线性无关组； A 的 
第 2,3,4 行构成 A 的行向量组的一个极大线性无关组 • 

例2求下述向量组的秩，它的一个极大线性无关组，以及〈《1|,<» 2 ，<1 3 ,0,>的维数和一 

个基。 


«1 
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13 5 0 

0 2 8 —1 

^ 0 0 -27 4 

0 0 0 0 

ankfoi * a 2 .«a . a < } = 3 ,ai . a 2 * a 3 是 ai ， a 2 ， a 3， a < 的一个极大线性无关组； dim 〈 a " 
o 4 > = 3 ,oi , a 3 是 〈 a !， a 2 ，山 ， a «> 的一个基。 

13 求下述矩阵 A 的列空间的一个基和行空间的维数。 



-3 4-10 1-11 4 1 

1 一 11 4 1 0 -29 11 3 

0 12 5 ~ 0 1 2 5 

-2 -7 3 1 0 -29 11 3 


1 

-11 

4 

1 


1 

一 11 

4 

1 

0 

1 

2 

5 


0 

1 

2 

5 

0 

一 29 

11 

3 


0 

0 

69 

148 

0 

0 

0 

0 


lo 

0 

0 

0 


的列空间的一个基由第1,2,3列构成的行空间的维数等于列空间的维数3。 
4对于 A 的不同的值，下述矩阵的秩分别是多少？ 
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—12 A 1 
A = -6 1 10 1 

A 5 -1 2 

解容易看出， A 有2阶子式不等于0。试计算 A 的第2、3、4列构成的3阶 子式： 
2 A 1 2 A 1 

一 1 10 一 A 

1 10 1 = —1 10 -A 0 = =3 A 一 9. 

1 一 1 — 2A 

5-12 1 一1 一 2 A 0 

当 A 关3时，上述3阶子式不等于0,从而 rank ( A ) = 3. 

当 A = 3 时，把 A 经过初等行变换化成阶梯形 •. 


-1 

2 

3 1 


[-1 

2 3 

1 

_6 

1 

10 1 


0 

-11 一 8 

-5 

3 

5 

-12, 


1 0 

11 8 

5 


一 1 

2 

3 

r 



— - 

0 

-11 

-8 

-5 

. 



0 

0 

0 

0, 




因此当 A = 3 时 , rank ( A )=2. 

例5求下述复数域上 sXn 矩阵 A 的秩，以及它的列向最组的一个极大线性无关组。 



其中 7= e '^ . m 是正整数， 

解 A 的前 s 列组成的5阶子式为 



1 7 V 2 … 7 "' 



I 1 rf ' f ， ... 疒 I ” I 

由于 7 = e +, 且，因此1,7, T 2 ，…， iT 1 两两不等，从而上式等号右边的 5 阶范德蒙行列 
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式不等于0,于是 A 的前 S 列组成的5阶子式不等于0。由此得出， rank ( A )> S 。 又由于 A 
只有 s 行，因此 rank ( A )< s 。 从而 ra nk ( A )= s 。 A 的前 s 列构成 A 的列向量组的一个极 
大线性无关组。 

例6 证明： 如果 mX „ 矩阵 A 的秩为 r , 那么它的任何 5 行组成的子矩阵 A , 的秩大 
于或等于 r + j — m 。 

证明设矩阵 A 的行向量组为…， K 。 任取 A 的 S 行组成子矩阵 Ah 设烏 
的秩为/。取烏的行向置组的一个极大线性无关组 y .,, A ，…， y .,。 把它扩充成 A 的行向 
量组的极大线性无关组 y ,, ,…， y ., ， …， 、•显然 r ,,+, ，…，八 不是 A 的行向因此 

r 一 / ^ m 一 s 

由此得出 /> r+s — m 。 

点评： 

从例6再一次看出，有关向最组的秩的问题通常要取它的一个极大线性无关组。 

例7设 A 、 B 分别是数域 K 上的 5 X n 、 sX m 矩阵。用 ( A , B ) 表示在 A 的右边添写上 
B 得到的 sX ( n + m ) 矩阵。 证明： rank ( A > = rank < ( A , B )> 当且仅当 B 的列向费组可以由 
A 的列向最组线性表出. 

证法设 A 的列向 * 组为 a ,, a 2 B 的列向*组为 H ， …， I 。则 ( A ， B > 的 
列向*组为 

a, .a ： .— ,a. ./Ii <lk .••• ， /L. 

显然， <«* i ，《«2 ，… . o „> c < a 1 ， a 2 ，…， a , ，/>2，•••，/>•»> 

于是有 rank ( A ) = rank (( A , B )) 

㈡ dim < ai ， fl2 •••• ta ,> = dim < ai ，…， a ” ，…，/ 

<=> <ai . a 2 . — . a .> = < ai ，…， a •，/ h ，…， Pm > 

㈡ Pi»A? * •** 6 <ai *a 2 » ― »a„ > 

« B 的列向量组可以由 A 的列向量组线性表出。 

证法二设 A , B 的列向置组分别为 a ,, a 2 , …， a , 丨菸•島，…，/^。显然向霣组 0 h ， a 2 , 
可以由向_电组1,02线性表出。于是利用本章 3.3 节的典 ® 例 
题的例7的结果得， 

rank ( A ) = rank (( A * B )) 

㈡ rankfai . a 2 *••• * a .} = rank { ai ，…， a ， ，灼，… 

{ai » a 2 . — *aj = { ai ，…， ，••.，〜} 
fii ，…， P 兩 可以由 ai ， flr 2 ，…， a - 线性表出 
B 的列向量组可以由 A 的列向量组线性表出。 


㈡ 
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点评： 

(1) 例7的证法一利用了本章 3.4 节的内容精华的命题5,即设 L 7， W 都是 K 1 的子空 


间，且 t / eVV 。 则从 diml ； = dimW 可以推出 L 7= W 。 

例7的证法二利用了本章 3. 3节的典型例 g 的例7的结果，而 3. 3节的例7的证明需 
要取向最组的一个极大线性无关组。 

例7的证法一比证法二更简洁明了.这体现了研究子空间的结构的好处。 

(2) —般地，据习题 3. 3的第5题得， 

rank (( A ， B)X rank ( A ) + rank ( B ). 

例8设 A 是 sXn 矩阵， B 是 / Xw 矩阵 • 证明： 


rank 


( A o °)= rank ( A ) 


+ rank ( B ). 


证明对矩阵的前 s 行作初等行变换，化成: 


( 1 ) 


Jr 0 
0 0 
v 0 B \ 

其中人是 rX ” 阶梯形矩阵，且 r 行都是非芩行 ， r = ra nk ( A )。 再对矩阵 （1) 的后/ 行作初 
等行变换，化成： 

0 

0 0 
0 J t 
lO o. 

其中 人是 £Xm 阶梯形矩阵•且 f 行都是非零行 ， f=rank(B )。 最后 对矩阵 （2) 作一系列两 
行互换，化成： 


( 2 ) 


0 


0 


( 3 ) 


0 0 
10 0 • 

矩阵 （3) 是阶梯形矩阵，有 （ r + i ) 个非零行•因此 
/A 


rank (:】)= r + f = rank ( i 4)+ rank ( B )。 
例9设 A 是 sXti 矩阵， B 是 / Xm 矩阵， C 是 sXth 矩阵。证明 
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IA Cl f 

rank ^ rank ( A ) -f rank ( B ). 

lo B 

证明设 rank ( A ) = r ， rank ( B )=£ 。则 A 有一个 r 级子矩阵 A , ，使得 | A | 关 0; B 有 

-个 Z 级子矩阵仏，使得 IBJ ^ O 。 从而^ f 有一个 ( r + O 阶 子式： 

(0 B 

A , Q ,,,, 

A D = lA ,|| B ,|^0. 

0 i5i 

因此 

A Cl , 

rank ^ r + t = rank ( A ) 4 - rank ( B ). 

[O B 

点评： 

例 9 和例 8 的结论在证明有关矩阵的秩的不等式或等式时很有用。这在以后会看到。 


习题 3.S 


1. 计算下列矩阵的秩，并且求出它的列向 M 组的一个极大线性无关组。 


(1) 3 

一 2 

0 1 

(2) 

3 

6 

1 5 

-1 

一 3 

2 0 


1 

4 

-1 3 

2 

0 

-4 5 

; 

一 1 

-10 

5 一 7 

4 

1 

一 2 1 


4 

-2 

8 0 


2. 求下列向童组的秩和它的一个极大线性无关组，以及向*组生成的子空间的维数 
和一个基。 . 
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(3) 


ai 


1 


3 


一 1 


1 

一 1 

，02 = 

一 7 

， cr 3 = 

一 3 

，04 = 

一 9 

2 


8 


0 


6 

3. 


9 


—3, 


3 


3. 求下述矩阵 A 的秩以及它的行向量组的一个极大线性无关组。 

1-2 41 


A = 


1 3 5 

3 -11 17 


4. 求下述矩阵 A 的列空间的一个基和行空间的维数。 

3 —2 —7 


A = 


0 —1 -3 
5 2 0 


-11 


5. 对于 A 的不同的值，下述矩阵 A 的秩分别是多少？ 

1 A -1 21 

A = 2 - 1 A 
1 10-6 

6. 证明：矩阵 A 的任意一个子矩阵的秩不会超过 A 的秩 # 

7. 求下述复数域上矩阵 A 的秩以及它的列向量组的一个极大线性无关组。 

i_ i 2 - i 3 " 


A = 


•3(»H-2) 




其中 i =\ /一 1， m 是正整数。 

8. 求下述复数域上矩阵 A 的秩以及它的列向量组的一个极大线性无 关组: 

in 2 m 3m 4 m 

CO CO CO CO 


A 


其中是正整数。 


y 2<iw4-l) w 3(«H-I) 


...4<»+2) 


9. 证明： 如果 mXn 矩阵 A 的秩为 r , 那么它的任何 s 列组成的子矩阵 B 的秩大于或 
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r-f-5 - 

10. 设 A 、 B 分别是数域 K 上的 sXimX ” 矩阵 • 用表示在 A 的下方添写上 B 
得到的 （ s +7 n > Xn 矩阵。 证明： 

rank ( ^^ rank ( A > + rank ( B ). 


11. 证明： 


/A 0 \ 

訓七 B )^ ra „ k ( A )+ ra „ k ( B ). 


12. 设 A 、 B 分别是数域 fC 上 sX ”、 ZXm 矩阵。证明 ：如果 rank (/ \)= s ， ra nk ( B )，/, 


那么 


rank(。j = rank(A) rank(B). 


13. 设 A 、 B 分别是数域 K 上 sXn ,/ Xm 矩阵 • 证明 ：如果 rank ( A )=〜 rank ( B ) = 
« ，那么 

/A C\ 


/A C"\ 

rank (o B )=- k ( A ) + rank ( B ). 


14. 证明: rank (( A . B ) )^ max { rank ( A ). rank ( J 3)}„ 

15. 证明： 如果一个 n 级矩阵 A 至少有 V — n +1 个元索为 0, 则 A 不是满秩矩阵。 

16. 如果一个 n 级矩阵至少有 n 2 — n + 1 个元索为0,那么这个矩阵的秩最多是多少？ 
试写出一个满足条件的具有最大秩的矩阵 * 


3.6 线性方程组有解的充分必要条件 

3.6.1 内容精华 

利用子空间的结构和矩阵的秩可以彻底解决任意线性方程组有无解、有多少解的判定 
问题。 

定理 1( 线性方程组有解判别定理）线性方程组 

xiai + ： r 2 cr 2 + …+ xMm = fi 


( 1 ) 
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有解的充分必要条 件是： 它的系数矩阵与增广矩阵的秩相等。 

证明线性方程组工丨叫+工价+…+^^^有解 
<=> <ai *02 *••• * a ,) 

㈡ <ai ， cr 2 ， … fO m ， a 2 ， … ， cu> 

㈡ < ai ， a 2 , …， cu ，/^〉= < Hi ， a 2 , …， € u > 

㈡ dim<ai ， a 2 ， … »a, ， / 1> =dim<ai ， a 2 *•••»«■> 

㈡ 它的增广矩阵的秩等于系数矩阵 的秩。 

定理2线性方程组 （1) 有解时，如果它的系数矩阵 A 的秩等于 未知* 的个数 n ，那么 
方程组 （1) 有惟 一解： 如果 A 的秩小于 n , 那么方程组 （1) 有无穷多个解。 

证明把线性方程组 （ U 的增广矩阵3经过初等行变换化成阶梯形矩阵了。由于方程 
组 （ D 有解，因此 rank (/\) = rank ( A )= J 的非零行个数。从而当 A 的秩（即; T 的非零行个 
数〉 等于 n 时，方程组（1>有惟一解》当 ra n k ( A ><” 时,方程组 （ D 有无穷多个解 • 

把定理2应用到齐次线性方程组上，便 得出： 

推论1齐次线性方程组有非枣解的充分必要条 件是： 它的系数矩阵的秩小于未知撤 
的个数。 

3.6.2 典型例题 

例1判断下述复数域上的”元线性方程组有没有解？有解时，有多少个解？ 
x , + r ) m x z + 疒心 + …+ fx .= b 、， 

x ,+ + …+ =*,. (2) 

參參 a ••• ■■參 ••• ••• 

X, + Tf^'^xt + 严 《*•”]:，+ …+ l>C-«^»： x . = b , , 

其中 s ^ n , r )= e 1 ^ , m 是正整数》 

解据本章 3.5 节的典型例题的例5的结果，线性方程组 （2) 的系数矩阵 j 4 的秩等于 
s 。 于是它的增广矩阵石的秩大于或 等于“ 又由于 A 只有 s 行，因此 rank ( A > = s B 从而 
线性方程组 （2) 有解。 

由于 rank ( A )= s 。 因此当 s = n 时，方程组 （1) 有惟一解；当 s <« 时，方程组 （1) 有无 
穷多 个解。 

例2讨论 a 取什么值时，下述线性方程组有惟一解？有无穷多个解？无解？ 

0 X 1+ 工2 + J ：3 = 1， 

X\ + OX 2 + «T3 = 1 ， 

Xi -f- x z +or 3 = 1. 


( 3 ) 
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解对方程组<3>的增广矩阵石作初等行 变换: 



a 1 

1 M 


1 1 a 

1 ' 

A = 

1 a 

1 1 

1 1 

a 1 


0 a — 1 l— a 

0 1 -a 1 一 a 2 

0 

1 — a 


当 a=l 时，上述最后一个矩阵为 



从而 rank (叉）= 1。此时也有系数矩阵 A 的秩为 U 因此当 a= 1时，方程组 （3) 有解，且有 
无穷多个解。 

下面设 a=AU 



于是 rank^ =3. 

当 a# — 2 时， rank(A> = 3，rank(A> ，方程组 （3) 有惟一解 | 

当 a = -2 时， rank(A) = 2<rank(^；>, 方程组（3>无解。 

综上所述，当 a 关1且 a 关一 2时，方程组 （3) 有惟一解；当 a = l 时，方程组 （3) 有无穷多 
个解：当“= -2时，方程组 (3) 无解. 

例3 证明： 线性方程组的增广矩阵 A 的秩或者等于它的系数幸阵 A 的秩，或者等于 
rank(A) +1 0 • 

证明考虑线性方程组 心叱 +jr z a z + …4^冶，=於。设 rank(A> = r。 取 cn ， cr 2 ， …， fir - 
的一个极大线性无关组 A,，a. 2 ，…，\。如果可以由 a,, ,«, 2 ，…， \线性表出，那么 《■, ， 
a, 2 ，…, cr,, 也是 a, p 的一个极大线性无关组，从而 rank (石） = r=rank(A)。 如 

果负不能由 a,, ，<*, 2 ，…， a,, 线性表出，那么 《*,, ，《*,: ，…， 《*,, ，p 线性 无关。 于是 h ， a, 2 ，…， 
於是 ，…， a，，fi 的一个极大线性无关组。此时 rank(A)=r+l = rank(A) + l„ 
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例 4 讨论下述齐次线性方程组何时有非 零解？ 何时只有零解？ 
x\ 4- 2x z — 11j ：3 = 0* 

2x \ — 5jt 2 + 3x 3 = 0* 

5xi + 工 2 + or 3 = 0 ， 

6X! 3j 2 + &T3 = 0. 

解 对系数矩阵 A 作初等行 变换： 


5 1 叫 0 一 9 55+0 0 0 30 + a 

U 3 b\ lo - 9 66lo 0 41+6] 

当 a = —30 且 b =—41 时， rank (> V )=2<3, 此时齐次线性方程组有非零解。 
当关一30或 6^-41 时， r ank ( A ) = 3, 此时齐次线性方程组只有 零解。 

例 S 证明 ：线性 方程组 

anXi + a u x 2 + ― + a Xn x n = 6, * 
ai\^\ -H a 22 J：2 + …+ a 2m x m = b z , 


[a t iXx a a x 2 -f - 

有解的充分必要条件是下述线性方程组： 

fflii-ri 十 + • 


. J ra tX x t =* 0, 
• -\-a a x t = 0, 


a Xn Xi -h a im x 2 H 
biXi -f b 2 x 2 + 


… + a 肩 = 0, 

• + b,x t = 1. 


证明用 A , 石分别表示线性方程组 （4) 的系数矩阵，增广矩阵。用分别表示方 
程组（5>的系数矩阵，增广矩阵。令/»=(6,,6 2 ,”_，6,>。则 

B - A' , 


叫： I ). 


设 y ., , y , 2 ，… , y ,, 是 S 的前/ I 行的一个极大线性无关组。月的最后一行7«+1 = (办，1〉不 
可能由 y ,, ,1%，…,'线性表出。因此,7^ .-. r ., 线性无关。从而它是§的行向 ft 
组的一个极大线性无关组。于是 rank (吾） = r +l = rank ( A ) + l 。 由此 推出： 
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线性方程组 （4) 有解 、 

㈡ rank ( A ) = rank ( A ) ； 

㈡ rank ( A ) = rank ( A ) = rank ( A / ) = rank ( B ), 
且 rank ( B ) = rank ( A ) -f 1 ； 

㈡ rank ( A > = rank ( fi ) ，且 

rank ( S ) = rank ( B ) + l 〉 rank ( B ); 

<=> 线性方程组 （5) 无解。 


习题 3. 6 


1. 判断下述复数域上的线性方程组有没有解。若有解，请问有多少解？ 

rxi + i m x t + = b x * 

… > J4 
3(—*、 = b ” 

s <^3> X4 = bi9 



其中是正整数。 

2. 判断下述线性方程组有没有解》若有解，请问有多少解？ 

X! +0X2 +fl 2 OT 3 十 … -\-aT x x m = b x • 
x x a 2 x 2 + … a Z{,t ~ X) x n = b 2 » 

••• ••• ••• ••• ••• 

xj +a*x 2 + a l, Xz + •- + = b t9 

其中 s < n 9 a ^0 且当 0< r < s 时， 〆 关1。 

3. 判断下述线性方程组有没有解。 



ax\ 4 - bx z -f cx 3 = dy 
a 2 Xi -f- b 2 x z -f c 2 Xj = d 2 « 
a 3 Xi + b z x 2 I c s x 3 = d 3 » 


其中 a ，6， c ， c / 两两不同。 

4. 下述齐次线性方程组何时有非零解？何时只有零解？ 
xi — 3: r 2 — 5 x , = 0* 
2 xi — 7 x 2 — = 0, 

4 xi — 9 x 2 + ar 3 = 0， 

5xj + bxz — 55j ：3 = 0. 
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5. 已知线性方程组 

auXi -f + ••• + o u x H = b \, 

a 2 \X\ + aziXz + •- + a 2m x n = b z * 

••• ••• •■參 ••• ••• 

a m \Xi + a n zx z + ― + a m x m = b n % 

的系数矩阵 A 的秩等于下述矩阵 B : 

a n ai2 … a u b x 

^ 2i <222 … a 2 n 办 2 

B = : •:， 

a mX … a_ b„ 

b x b 2 ••• b 两 0 

的秩。证明此线性方程组 有解。 

3.7 齐次线性方程组的解集的结构 


3.7.1 内容精华 

数域 K hn 元齐次线性方程组 

xiai +ij0 2 H - 1- x.a. = 0 (1) 

的一个解是 K， 中一个向称它为齐次线性方程组 （1) 的一个解 向置。 齐次线性方程组 
(1>的解集 VV 是 K” 的一个非空子集。容易 证明： 

性质 1 若 y.S6W， 则 

性质2若则柃€说。 

因此疗咨竽性亨程早 ( 1>W 〒亨 W mK ' M 了个 f 罕 吁， 称它为方程组 (1 > 的解空间•如果 
方程 4(.1) •的•系 ■数 •矩■阵 A 于”，那么 W.= {0>, im 果 rank(A)<”. 那么 W 是非零子 

空间。从而 VV 有基。把解空间 W 的一个基称为齐次线性方程组（1>的一个基础解系，即： 
定义1齐次线性方程组 （1) 有非零解时，如果它的有限多个解不，屮 ，…， 》»， 满足: 

(1) Ifl，I|2 ，"•，》!< 线性无关： 

(2) 齐次线性方程组 （1) 的每一个解都可以用 印 ，屮，…，》?，线性表出， 

那么称小，哝，:..，》»,是齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系。 

如果求出了齐次线性方程组 （1) 的一个基砌解系 》»1 ，1»2，…，不，那么齐次线性方程组 
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(1) 的解集 W 为 

W = {iiiji + + …+ I k, ^ K , i = 1 ， 2,… ， t}. 

解集 VV 的代表元素 

k, »J| + 务2*12 + ... + k,tl，, Ck, ,k z ,k, 6 K) 

称为齐次线性方程组 （1) 的通解。 

如何求出齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系？方程组 （1) 的解空间 w 的维数是多 
少？下面的定理丨及其证明过程回答了这两个问题。 

定理〖数域 Kin 元齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 

dimW = n — rank(A) , (2) 


其中 A 是方程组的系数矩阵。从而当齐次线性方程组 （1) 有非零解时，它的每个基础解系 
所含解向量的个数都等于 «-rank(A). 

证明思 路：若 rank(A) = n ，则从而 （2) 式成立.下面设 rank ( A ) = r < n •求 


基础解系的步骤如下^ 

第一步求出齐次线性方程组 （1) 的一 般解： 

x, =— 6| irt i Xh-i — **• — b^, , 
XI — bt . H - tXr ，, — - - 

••• 參 》« 參 》» ••• 

X, =— 6,.h-i XrH -- - b m x,. 


其中 j r+1 . —.J：. 是自由未知 M. 

第二步让自由未知置 1 +1 ，…，: r. 分别取下述 n-r 组数: 


(3) 




0 


0 

o 

* 

1 

• •••* 

0 

0 


. 0 


. 1 . 


(4) 


则由一般解公式（3>得到方程组 （ D 的 个解： 》 i , ,卟 

由于 (4) 中的向霣组线性无关，因此它们的延伸组》!,,咕,也线性 无关。 

第三步任取齐次线性方程组 （1) 的一个解1|,利用一般解公式（ 3) 证* J 可 以由屮 ，取， 
…，卟〜线性表出。因此卟，取，是齐次线性方程组 （1) 的—个基础解系，也就是解 
空间 W 的一个基。从而 

dimW = n — r = n — rank(A). 

具体求齐次线性方程组的一个基础解系时，只箔要写出上述证明思路中的第一步和第 
二步。在第二步中，也可以让自由未知量 a:—, 〆••，•!■分别取下述 组数： 
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得出方程组（1>的 n — r 个解 y ,, y 2 ，〜, iv ，。 由于式 <5)中的向童组线性无关，因此它们的 
延伸组…，也线性无关.又由于 dimW = n _ r ■，因此 y ,, y 2 , …， y ,_, 也是 W 的一 
个基，即齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系。 


从上述看到，给数域 Kin 元有序数组的集合 K ” 规定了加法与数最乘法两种运算 
后，很容易得出数域 K 上 n 元齐次线性方程组的解集 W 是 n 维向量空间 K - 的一个子空 
间， W 的维数等于 /7_ ran k ( A >。 只要求出齐次线性方程组 （1) 的71 — ra nk ( A > 个线性无关 
的解，那么它们就是 W 的一个基，也就是齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系。于是解集 
W 的结构就完全淸楚了. 

3.7.2 典型例题 

例1求下述数域 K 上齐次线性方程组的一个基础解系，并且写出它的解集。 

X\ 4- 3x 2 — 5x 3 — 2xi = 0* 

— 3j| — 2 x 2 4- Xi -f x 4 = 0* 

一 llxi — 5 x 2 — x 3 + 2 x a = 0, 

5xj + o：2 + 3x s = 0. 

解把方程组的系数矩阵经过初等行变换化成简化行阶梯形矩阵： 
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于是原方程组的一般解为 

卜 1 = 一工 3 - yX4 * 

卜 = 2 x a + yj：. , 

其中是自由未知 M 。 因此原方程组的一个基础解系为 



一 

一 1 


2 

5 

»|« = 

1 

，” 2= 0 


0 

7 


从而原方程组的解集 W 为 

W = u,q, +k 2 ri2 I kxk, e K). - 

例 2 证明： 设 n 元齐次线性方程组 （1> 的系数矩阵的秩为 r(r<n> ，如果 
都是齐次线性方程组（1>的解向撤，那么 

rank{6, ，5,，…， 5-} ^n — r . 

证明取齐次线性方程组 （1) 的一个基础 解系： 

f|l ， l|2 * …， 

由于丨，6 2 ,…，5„都是齐次线性方程组 （1) 的解向最.因此6,可以由…， 
，线性表出。从而 

rank{tf, .j 2 >***•£.} ^ rank(tj, ,ij 2 . — = n — r . 

例 3 设 n 个方程的^元齐次线性方程组的系数矩阵 A 的行列式等于零，并且4的 
4,0元的代数余子式 A«^0, 证明： 

A„ 

A„ 

n=. 

A ta 

是这个齐次线性方程组的一个基础解系 • 

证明由于 A„ 关0,因此 A 有一个 n-1 阶子式不为 ()• 又由于 |A|=0, 因此 rank(A) = 
«-l. 从而这个齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 

dimW = n — rank(A) = n— (n— 1) = 1. 

考虑这个齐次线性方程组的第；个 方程： 

+a,2X 2 + •- 4- a^x. = 0. 


当时，有 
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当/ =是时，有 


an Aii + …+ ai . Ah , = Oj 


an A h + a K A K + … + a^At, = | A | = 0. 

因此 》J=( 七 ，A„ ，…， A ta > '是这个齐次线性方程组的 -个解。 由于关0,因此是非； 
解。从而 IJ 线性无关，由于 dimW = l , 因此的一个基，即1是这个齐次线性方程组 
的一个基础解系。 


例4设 n_l 个方程的 〃元齐 次线性方程组的系数矩阵为 B， 把 B 划去第 j 列得到的 
n~l 阶子式记作 D,， 令 



1 = . 

(-1 广 1 D. 


证明： <1> 是这个齐次线性方程组的一个解； 

(2) 如果 n 古0,那么 n 是这个齐次线性方程组的一个基础解系。 
证明 （1) 在所给的齐次线性方程组的下面添上一个 方程： 


Oxi + 0cT2 + …+ 0j» = 0. 


得到 n 个方程的 n 元齐次线性方程组，其系数矩阵 A = 


(:). A 的 U ， 


P 元的代数余子式 


乂为 


A , = j = 1,2, —,n 

原齐次线性方程组的第 i 个方程 U = l ,2, …， n _ l > 为 


6,1 Xi + bail + — + bi , x , = 0. 


对用行列式按一行展开定理.得 

6 ,i A.i +6,2 A tf + … -\- b m A m =0， i = 1，2,…， n — 1. 

由此得出 ，（D, ，— D 2 ，•"，（一1) … D.)' 是原齐次线性方程组的一 个解。 

(2) 如果 ij /O, 那么 B 有一个 /j 一 1阶子式不为 0. 从而 rank(B)^n — 1„又由于 B 
只有 n_l 行，因此 nmk(B) = ;i— 1。从而齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 
dimW = n — rank(B) = n — (n — 1) = 1. 

由于 *1=(0, ,_D 2 ，…， （一 是原齐次线性方程组的一个非零解，因此 q 是 VV 的一 
个基，即》!是原齐次线性方程组的一个基础解系= 

例5设 A, 是 sXn 矩阵 A = ( a(I ) 的前 s— 1行组成的子矩阵。 证明： 如果以為为系 
数矩阵的齐次线性方程组的解都是方程 
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的解，那么 A 的第 s 行可以由 A 的前 s_l 行线性表出。 

证明由已知条件立即 得出： 以八，为系数矩阵的齐次线性方程组和以 A 为系数矩阵 
的齐次线性方程组同解，即它们的解空间相等，记为 W。 从 dimW = n —ranH^hdimVVs 
n—rank(A) 得出: rank(Ai) =rank(A) „ 

设 A 的行向量组为 y” …， y,-i，r,. 由于 rank < ri • — - T.-i } = rank ( A , ) = rank ( A)= 
rank { r >, 据本章 3.3 节的典型例题的例 6 的结论得, y, 可以由 h ，…， y,-, 线性 
表出，即 A 的第 S 行可以由它的前 S-1 行线性表出 • 

例6设/\ = (~)是 sXn 矩阵， ran k(A)=r, 以 A 为系数矩阵的齐次线性方程组的 
一个基础解系为 



6 ..' 


厶 21 


bw~r ，、 

»»' = 

bu 

, 中 = 

622 
.I 

* …* = 

bm-r.l 


K. 




Pm—r.m . 


设 B 是以11' 1 ,«1' 2 ,.».»1'--,为行向6组的（《^)><«矩阵.试求以 B 为系数矩阵的齐次线 
性方程组的一个基础解系。 

解由于 B 的行 向最组 ti ' Miji , 线性无关，因此 rank ( B )= n - r » 从而以 B 为 
系数矩阵的齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 

dimW = n — (n — r ) = r . 

由于 》|, 是以 A 为系数矩阵的齐次线性方程组的一个解，因此对于{1,2，“_， 5 }，有 

a^bji -+- a a b l2 — 十 ^ 鱗厶户 = 0, 

其中 j = l ，2 , …， n — r a 由此看出 

(a.i ， fl«2 ，•••，〜）’• 

是以 B 为系数矩阵的齐次线性方程组的一个解。取 A 的行向量组的一个极大线性无关组 
r ,, ，则由上述结论得， r !, ，…， y '.. 都是以 B 为系数矩阵的齐次线性方程组的解。由 

于出01识=»%因此）^，…，<是 w 的一个基，即 A 的行向量组的一个极大线性无关组取转 
* 后，是以 B 为系数矩阵的齐次线性方程组的一个基础解系。 

点评： 

从例6的解法看出，先求出以 B 为系数矩阵的齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 
r , 然后去找》■个线性无关的解，就可以求出一个基础解系。由此体会到维数对于决定解空 
间的结构相当重要。 
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习题 3. 7 

1. 求下列数域 K 上齐次线性方程组的一个基础解系，并且写出它的解集。 

(1) Xi — 3x 2 + xj — 2 x 4 = 0, 

— 5xj + x 2 — 2x 3 -H 3x 4 = 0, 

—j：! — llx 2 -h 2j 3 — 5 工 4 = 0 ， 

3j：i + 5:2 -f- x K = 0； 

(2) 3xi — x 2 -f- 2o：3 + x 4 = 0, 

x\ -f- 3x z 一 工 3 + 2x a = 0, 

-一 2 xi + Sx 2 ■♦- Xi — x 4 = 0» 

3 xi + 10 x 2 4* x 3 + 4 x 4 = 0, 

一 2x\ 4 - 15x 2 — 4xj 4* 4 x 4 *= 0* 

(3) 2x\ — 5x 2 -h x 3 — 3x* = 0, 

— 3 x x — 4 x 2 — 2 xi + x 4 = 0* 

xi -h 2 x 2 — Xi 3 * 14 — 0 ， 

— 2j：i + 15jt 2 — 6x 3 + 13 x 4 = 0i 

(4) X\ — 3x 2 4- x 3 — 2x« — ^s=0* 

一 3j：i 十 9a 一 3j: 3 + 6 十 3o：s = 0 ， 

2 x \ — 6 x z 4 - 2 xj — 4 j ：4 一 2 xs = 0, 

5xi — 15x 2 4 - 5 x 3 — 10j ：4 — 5xs = 0. 

2. 设叩，》1 2 ，…， 》 j , 是齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系。 证明： 与不，*? 2 , …， 》 J , 等 
价的线性无关的向1组也是齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系。 

3. 设 n 元齐次线性方程组 （1) 的系数矩阵 A 的秩为 r ( r < n )， 证明： 齐次线性方程组 
(1) 的任意 n — r •个线性无关 的解向 量都是它的一个基础解系。 

4. 证明： 如果数域 K 上7«元齐次线性方程组的系数矩阵 A 的秩比未知撤个数少1，那 
么该方程组的任意两个解成比例。 

5. 证明： 如果 n ( n > l ) 级矩阵 A 的行列式等于零，那么 A 的任何两行（或两列）对应元 
索的代数余子式成比例。 

6. 设 n 级矩阵 A 为 
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(1) 求 IA |, 

(2> 求 A 的 （ m ) 元的代数余子式; 

(3) 证明： 为系数矩阵的齐次线性方程组的一个基础 
解系， 

7. 设 A 是由1,2,…，;2形成的 n 级范德蒙矩阵 • A 的前 n — 1 行组成的子矩阵记作 
B 。 证明： 

r, = 

是以 B 为系数矩阵的齐次线性方程组的一个基础解系 • 

8. 证明： 当 i _=0, l , …， n _2 时，有 

^(- 1)_0 + 1 )‘ = 0 , 

卿"0 

ir-1 • 

2<-D'C ： i(n-m)' = 0. 


3.8 非齐次线性方程组的解集的结构 


3.8.1 内容精华 

数域 K 上 n 元非齐次线性方程组 

xioi +x 2 a 2 H - \-xm. = P (D 

的解集 t ； 的结构如何？为此考虑相应的齐次线性方 程组： 

x,Oi +-r 2 0 ? -\ - \-XMn = 0, (2) 

称它为非齐次线性方程组 （1) 的导出组。导出组的解空间用 W 表示。容易证明： 

性质 1 若 yd €： t /, 则 y -« ew 。 

性质 2 若 ，则 y +»» eu . 
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于是容易 证明： 

定理1如果数域 Kin 元齐次线性方程组（1>有解，那么它的解集 U 为 

t/ = {r»+i| I (3) 

其中 y 。 是非齐次线件方程组 （1) 的一个解（称 y 。 是特解）， w 是方程组（1>的导出组的解 
空间。 

我们把集合记作 h + w 。 称它是一个 W 型的线性流形（或子空间 VV 
的一个陪集），把 dimW 称为线性流形 y a + W 的维数。 

注意： n 元齐次线性方程组的解集^是尺"的一个子 空间； 但是 n 元非齐次线性方程 
组的解集 Lf 不是子空间（这是因为 U 对于加法和数乘都不封闭）， U 是一个 W 型的线性流 
形，其中 W 是它的导出组的解空间。 

推论1如果 n 元非齐次线性方程组 （1) 有解，那么它的解惟一的充分必要条件 是：它 
的导出组 (2) 只有零解。 

证法一 n 元非齐次线性方程组（1〉有解时，它的解惟一 
«方程组 （1) 的解集 t /= y »+ w =< y 0 h 
㈡ W ={0>. 

证法二元非齐次线性方程组有解时，它的解惟一 
<=> rank (/\) =m 
«导出组只有零解. 

从推论1立即得出，当 n 元非齐次线性方程组 （1) 有无穷多个解时，它的导出组（2>必 
有非芩解。此时取导出组的一个基础解系不，哝，…，》»■〃，其中 r 是系数矩阵 A 的秩。则 
非齐次线性方程组 （1) 的解集 U 为 

U = + Aitji + + …+ t I 6 K, i = 1,2,n — r } ， 

其中 y 。 是非齐次线性方程组 （1) 的一个特解。解集 U 的代表元素 

ro + 1»ji + …+ k r ， ti", (.ki,—,k.-, e k> 

称为非齐次线性方程组 （1) 的 通解。 

求非齐次线性方程组的解集 U 的步骤： 

第一步求出非齐次线性方程组的一般解。让自由未知量都取值0,得到—个特 
解 Y “ 

第二步写出导出组的一般解公式（只要把非齐次线性方程组的一般解公式中的常数 
项去掉即可），求出导出组的一个基础解系 

第三步写出非齐次线性方程组的解集 

U = {yo + ifci ij ； + …+ *,” ， 丨 务 1 ， … ，是 ，6 K). 
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3.8.2 典型例题 


例1求下述数域 K 上非齐次线性方程组的解集。 

f Xi + 2x 2 + 3x 3 — 4x 4 =— 5 ， 
3xi — x 2 4 - 5x 3 6 x 4 = — 1 * 
— 5xj — 3x 2 十 ： r 3 十 2x 4 — 11 * 
一 9xj — 4 x 2 — Xi = 17. 
解把增广矩阵经过初等行变换化成简化行阶梯形 矩阵： 


1 


2 

一 3 

-4 

一 5 、 


n 


2 

一 3 

一 4 

— 

5 1 

3 

— 

1 

5 

6 

-1 


0 


-7 

14 

18 

14 

-5 

— 

3 

1 

2 

11 


0 


7 

一 14 

-18 


14 

一 9 

- 

4 

一 1 

0 

17. 


10 

14 

-28 

-36 


28. 


1 

2 

一 3 

-4 

一 . 

5, 


1 

0 

1 

8 

y 

- 1 



0 

1 

-2 

18 

y 

- 

2 


0 

1 

一 2 

18 

T 

-2 



0 

0 

0 

0 


0 


0 

0 

0 

0 

0 



•0 

0 

0 

0 


0 


.0 

0 

0 

0 

0, 



原方程组的一般解为 


Xi =—X 3 — y x 4 — 1 * 
x 2 = 2 x 3 + — 2 , 


其中 jt 3 , x 4 是自由未知量。令 X 3 =0， J ： 4 =0, 得一个特解 y oa 

y 0 = ( — 1 ，一 2,0,0)'. 

导出组的一 般解为 

=-x 5 -|x ‘， 

产= 2 x 3 + ， 

其中 x 3 ， x , 是自由未 知量。 导出组的一个基础 解系为 
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因此原方程组的解集为 

U = {y 0 十是 ifji + 々 2ij2 I U 2 € K}. 

例2设 y 。 是数域 K 上非齐次线性方程组 （1) 的一个特解，吻，屯，…， n ， 是它的导出 
组的一个基础解系，令 

ri = r» + *?i * yz = y 。 十， 7, = y 。 十 》»,. 

证明： 非齐次线性方程组 （ i ) 的解集 u 为 

u = {uoYo + uji + …+ U,y, 1 Uo + 叫 + …+ M, = 1 ，吣 e K, i = 0 ， 1 ，…， 

证明在右边的集合中任取一个元素： 

Un y„ + + …+ “,y, = u 0 ro+u t (.7o + 项 > + …+ u,(r« + tj,) 

= (u„ + u, +". + u, 〉 y 。 +“|I}| + … + “，*!， 

=+ Ui 屮 H - h U,1\, 6 Ui 

在 U 中任取一个元索则存在 h ，…使得 

r =yo +^i»Ji +••• + *•”， 

=r» +*i(ri 一 y。）+ … +*.<r. — To) 

=<1 - k,)ro +1 h + … + k,y.. 

由此看出， y 厲于右边的集合。因此 

u = { u 0 r 0 + u,ri + … + “, y , 丨《»，“.，...，“， e K , 且 十屮 +... + «，= U 
例3求; I 个平面 

a,x + b.y +c t z+d,=0 (; = 1 ， 2 ,…，”） 

通过一直线但不合并为一个平面的充分必要条件。 


n 个 Y _ 面 


+ + CiZ +di =0 


=1 ，2 ,… ， n> 


通过一直线但不合并为一个平面 

«=>三元线性方程组 (4) 有解，并且解集是一维线性流形 
<=>三元线性方程组 （4) 有解，且它的导出组的解空间是一维的 
㈡ 三元线性方程组 (4) 有解， a 导出组的系数矩阵 A 的秩为 2 
㈡ 三元线性方程组 （4) 的系数矩阵 A 与增广矩阵叉的秩都为2 


㈡ 下列两个矩阵的秩都等于2: 
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办 1 a x by ci d\ 

^2 厶 2 c 2 a 2 b 2 c 2 d 2 
• : * . . 

a n c m a„ b„ c m d n 

例 4 讨论几何空间中三个平面的相关位置的所有可能情况，画出每种情况的示 
意图。 

解设三个平面 m ,7 t 2 的方程分别为 

aijr + hy + qz + A =0 ， 

“ 2 x 十 6 2 y 十 c 2 z 十 = 0， 

a^x biy CiZ dz = 0 . 

它们组成的三元线性方程组的系数矩阵和增广矩阵分别用 A 和 A 表示。 A 的行向量组记 
作 Xi <Yz <Yi 的行向撤组记作/ .y. .fa. 

情形 1 rank ( A ) = rank ( A ) = 1 „ 此时 f 2 ， f 3 均与 
7 i 成比例，从而 n 2 . Jt 3 均与 it , 重合，如图 3-3 所示。 

愔形2 rank ( A ) = rank ( A ) =2. 由于 rank ( A ) 

= 2,因此 A 有两行不成比例，从而有两个平面相交《 

情形 2.1 A 的另外一行与上述两行均不成比例，即 yi ， n , y 3 两两不成比例。 

此时 7 t ,,^. TC 3 两两相交。由于 rank ( A > = 2, 因此原线性方程组的导出组的解空间的 
维数为3 — 2 = 1。从而原线性方程组的解集是一维的线性流形，于是三个平面相交于一条 
直线，如图 3-4 所示。 

悄形 2. 2 A 的另外一行与上述两行屮的某一行成比例. 

此时由于 ranka ) =2,因此另外一个平面与上述两个相交平面中的某一个重合，如 

图 3-5 所示。 



情形3 rank ( A ) = rank ( A ) = 3 

此时原线性方程组有惟一解，从而三个平面有惟一的公共点。由于 y ,, y 2 , y 3 两两不 
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成比例，因此三个平面两两相交，如图 3-6 所示 9 
情形4 rank ( A ) = l , rank (- A )=2 0 
此时三个平面没有公共点。由于 r ank ( A ) = l , 因 
此1 ， y 2 两两成比例。由于 rank ( X )=2, 因此 A 有 
两个行向最不成比例。从而有两个平面平行。 

情形 4.1 A 的三个行向最两两不成比例。 

此时 H 个平面两两平行，如图 3-7 所示. 

情形 4. 2 的另一行与上述两行中的某一行成比例。 

此时另一个平面与上述两个平面中的某一个重合，如图 3-8 所示。 




田 3-7 囝 3-8 


悄形5 rank ( A ) = 2. rank ( A ) = 3. 

由 nmk ( A > = 2, 因此 A 有两行不成比例.从而有两个平面 相交. 

情形5.】两两不成比例 • 

此时三个平面两两相交，但它们没有公共点，如图 3-9 所示 • 

悄形 5.2 A 的另一行与上述两行中某-行成比例. 

此时由于 rank (石 ）= 3 .因此另一个平面与上述两个平面之一平行，如图 3-10 所示。 



综上所述，三个平面的相关位置有且只有上述8种情形 • 
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习题 3.8 


1. 求下述数域 K 上非齐次线性方程组的解集。 


( 1 ) X\ — 5x2 + 2 jt 3 — 3a：4 = 11 ， 

一 3 x \ + X2 一 4 x 3 - f - 2 x 4 =一 5， 


( 2 ) 

(3) 


— X \ — 9 x z — 4 x 4 = 17, 

5a：! - {- Zx z + 6j: 3 — x A =— 1; 

X \ — 4 jt 2 + 2 x 3 — 3: r . + 6 jt 5 = 4» 
2x x — x 3 — 5x 4 = 1* 

— 5x! — 10x 2 — 2x 3 -f Xi =— 21 • 
A + 4jt 2 + 3:r 3 十 2j: 4 = 1 ， 
2xi — 4x2 + 9-^3 — 3x 4 *= — 16. 


2. 证明：”个 方程的 n 元非齐次线性方程组有惟一解当且仅当它的导出组只有 零解。 


3. 证明： 如果7,，7 2 ，…， h 都是元非齐次线性方程组 U ) 的解，并且一组数…， 


…，、 满足 

«<| + Uj + …+ u™ = 1 ， 

那么 ujl +«2丫2 +… + 也是方程组 （1) 的一 个解。 

4. 设 y,,y 2 ，...，r« 是数域 K 上非齐次线性方程组<1>的解，求 +c 2 y 2 + … + 

仍是方程组（1>的解的充分必要条件，其中。，。，…，“云尺。 

5. 证明： 方程个数比未知最个数大1的线性方程组有解的必要条件是它的增广矩阵 
的行列式等于零；如果系数矩阵的秩等于未知*的个数，那么这一条件也是充分条件。 

6. 下述三个平面〜，《 2 , it, 的位置关系如何？ 

x — 3.y + 4z — 2 = 0， 

2:r 十 y— 3z + 5 = 0， 

3x-9：y 十 12z + 7 = 0. 

7. 设平面上三条直线的方程如下： 

aijr + hy + O =0， 
a 2 x -\~ b 2 y Cz = 0 ， 
a 3 x b 3 y Ci = 0 . 

a ) 在什么条件下是共点的三条不同直线？ 

(2) 在什么条件下 A 是组成三角形的三条直线？ 
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8. 讨论平面上三条直线的相关位置的所有可能情况，画出每种情况的示意图。 

9. 怎样的线性方程组给出空间中组成四面体的四个平面？ 

补充題三 

1. 设 A =( a „) 是实数域上的》级矩阵.证 明： 

如果 

> S I I • « = l ，2，-..， n ， 

1 

那么 | A |>0 

证明 令 

an a l2 t … a im t 

a 2X t a n … a 2m t 

Bit )= :， 

a mX t a^t — a m 

1 BG )| 是 / 的多项式，从而 | B ( r ) 丨是连续函数。当 (0,1] 时，由已知条件得 

a M > 2 I a *> I * 1 ^ 2 I I f = 2 II ， 

Ji-l i-l >~ l 

其中 i = l ,2, …，《。据本章 3.'3 ‘节的典型例“的例 11 的结果得， | B ( t )|#0。 由于 

| B(0) I = aua M …> 0 ， 

因此据连续函数中间值定理得， | B (1) I > 0 , 即 l A l > 0 - 
点评： 

第1题的上述证法巧妙地利用了连续函数的中间值定理。首先要构造矩阵 BG )， 使得 
B (1)= A ，| B (0)|>0, 为此让 A 的主对角元不变，让 A 的每个非主对角元乘 h 得到的 
J 3 U 〉 就满足 B (1)= A ,| B (0>|>0„ 

第1题也可以对矩阵的 级数” 作数学归纳法。 

2. 求使平面上三点(: r , ，: y ,)，（ Jr :，; y :>,(： r 3 ，; y ,)位于一条直线上的充分必要条件。 

解平面上三点(々，^^，（々，々、（々，^。位于直线 

ar + 办 + c = 0 


上当且仅当 
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fori -\- by x -+* c = 0* 

< ax 2 - f -byz + c = 0， 
lar 3 4 - by 3 + c = 0. 

㈡ 以 a 、 b、c 为未知量的上述三元齐次线性方程组有非 零解; 


■ti y \ 

xi yz 

工 3 y3 



注： 当上述 3 阶行列式等于 0 时，可推出 


从而齐次线性方程组 


- 力 -: Vi = 0 . 

• T 3 一 « V 3 一 ％ 


ja ( x 2 — X | ) -f b ( y 2 — yi ) =0， 
la(x3 一 j：i ) 十 b(y 3 一 yi ) = 0. 

有非零解，即可求出不全为 0 的 a 、 幻从而求出的方程 ax + by + c =0 表示一条直线。 


3. 求使平面上 n 个点，… ， U _, %)位于一条直线上的允分必要条件。 
提示： 类似于第2题的解法可得充分必要条件为矩阵 

yi 1 
xi yt 1 

x n y m 1 


的秩小于3。 


4. 求四点 (A ，％ , Zi ) r ( x 29 y Z 9 z 2 ) y ( x 3 yy3 * z 3 ) f (, x A 9 y 4 ， q ) 位于一个平面内的充分必 
要条件。 

提示： 类似于第2题的解法可得充分必要条件为 




yi a 




5. 求平面上不在一直线上的四点 （a*, ，力），（々，: y 2 >,(A ，％)，（々，％)位于一个圆上的 
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充分必要条件。 

解平面上不在一直线上的四点 (A , a >，（: r 2 ,： y 2 >, Or 3 ，％)，（々，％>位于一个圆 
fl ( a : z + y )+& r + c ： y +£/ = 0 

上当且仅当 

a ( x ? y \) bx x + ON + d = 0， 
a(xf yl ) + bxz cy 2 + d = 0 y 
a(x\ + 夕 5) +&r 3 -f ry 4 4-^ = 0. 
a(x\ + y5) +&r« +ou + d = 0. 

㈡ 以 a ,6, 为未知童的上述齐次线性方程组有非零解 
㈡ x\-\-y\ x x y x 1 

:2 yz 1 

x\+y\ X 3 y 3 1 

xi-^-yi X K y K 1 

注： 由于已知四点不在一直线上，因此未知量为 b ， c ， d 的三元齐次线性方程组 
bx \ + c^i + ^ = 0, 
bxt - cy z -\- d = 0^ 
bx 3 + o » 3 + d = 0, 
bXi + cy A d = 0 9 

只有零解，从而当前面的 4 阶行列式等于0时，求出的未知的值不为0,因此求出的方 
程 a ( x 2 + y 2 )4-6 x + cy +^ = 0 的确是二元二次方程。 

6. 求通过不在一条直线上的三点 (A ,% ),( x 2 , %),(々，％)的圆的方程。 

解设圆的方程为 

a ( x 2 + y 2 ) + &r + 0» + d = 0. 

由于此圆经过三点 (A ，: y ,) ，（: 1： 2 ,3^)，（ < 1 3 ，力），因此有 

a(Xi - \- y ^)-\- bx ,-^- cy t -\-d = 0, i = 1*2*3. 

点 MU , y ) 在此圆上 
㈡ a (, x 2 + y 2 )- J tbx -\- cy - ) rd =0 y 

a ( x ?4->»5)-|-6 jr l 4- c^i + J =0* 
a ( a:! + ： y!) + 6x 2 + cy 2 + d == 0 ， 
a(xl +6工3 + or 3 + d =0. 
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有非零解，其中未知最为〜6，<:，3。 

㈡ y+y x 3 ^ 1 

: S+：yf xi : yi 1 

= 0 . 

xl+yl Xi y 2 ] 

- rf+yl x 3 y 3 1 

因此上式就是所求的圆的方程。 

注 •. 由于已知三点不在一条直线上，因此未知量为 b ， c ， d 的齐次线性方程组 
bx \ + o»i + d = 0, 
bx z + cyz +d = 0, 

&cj 4 - o> s + t/ = 0, 

只有零解，从而它的系数行列式不等于 0, 即 

x\ y\ 1 

xt yi \ 0. 

xi y s 1 

因此从前面的 4 阶行列式等于0求出的方程中，; r z +; y 2 的系数不为0,从而该方程的确坫 
二元二次方程， 

7. 求通过三点 （1,2),(1, — 2>，（0, — 1) 的圆的方程，并且求其圆心和半径， 

提示： 利用第6超的结果可求出圆的方程为 

X 1 + / - 4 x - 1 =0, 

圆心坐标为 (2,0), 半径为 

8. 证明： 通过具有有理数坐标的三点的圆，其圆心的坐标也是有理数。 

提示： 利用第6题的结果，从中看出 x z + y \ x , y 的系数都为有理数。因此经过配方 
后求出的圆心坐标也是有 理数。 

9. 求平面上通过五点（■>: | ，：^),(心，力），（幻，> 3 ),(1,,3»,),(4，力）的二次曲线的 
方程。 

解 设通过已知五点的二次曲线的方程为 

ax 2 + bxy + cy 1 + dx + ey + f = 0. 
ax 2 , + + c>f + dx , + ey , + / = 0. i = 1，2,3，4,5. 


于是有 
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点 M (: r ，： y > 在此二次曲线上 
㈡ {ax 1 bxy-^-cy 2 dx~\~ey-\~ / =0» 

ax \ ~\~ bx \ y \ ~\~ cy \ ~\~ dx \ ~\- ey \ + / =0* 

••• ••• ••• ••• 

ax \ - f 6 x 5 >»5+0»!+心5+0^ + / = 0 t 

有非零解，其中未知量为^,6<，山 e ,/, 并且非零解的前三个分童不全为零。 

㈡ 上述齐次线性方程组的系数行列式等于零，即 

x z xy y 2 x y 1 

工？ y \ y \ 1 ^ 

: : =0 ， 

• • • 

x\ x s yj yl Xt > s 1 

并且 （1,1) 元 ，（1,2) 元 ,（1,3) 元的代数余子式 A „， A IZ , A , ，不全为零. 

因此上式就是所求的二次曲线方程. 

10. 求平面上通过五点 （0,1 >,(2,0), < —2, 0),(1, _1), ( —1,_1)的二次曲线的方 
程，并且确定其类型、形状和位迓。 

提示：利用第9越的结果可求出二次曲线的方程为 

• 2 x 2 + 7/ + y - 8 = 0. 

这是椭圆，对称中心的坐标为 (0, —古)，长半轴长为短半轴长为长轴方程为 
: y +& = 0, 短轴在: y 轴上。 

11. 求通过不共面的四点 （ x ,>，（ x :，; y :， Zl )，（ x ,, 力，*, >，（ x « ，>，*«> 的球面的 
方面。 

提示： 设球面方程为 dP + Y+^+fer + or + A + ^ O , 类似于第6题的解法，可 
求出球面方程为 

J ： 2 + y + Z 2 x y z 1 

x? -f y? + y\ z \ 1 

x\ + + zj Xi y A z 4 1 


= 0. 
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在前三章我们 看到： 矩阵的初等行变换、方阵的行列式以及矩阵的秩在线性方程组的 
理论中起着重要作用。除此之外，矩阵在众多的领域都发挥着强大的威力。这是由于以下 
—些 原因： 

1 . 矩阵是一张表格，以表格的形式表达来自各个领域的事物看起来一目 了然。 例如， 
线性方程组用它的增广矩阵来表示；某公司的苦千个商场在同一月份销售几种商品的销 
俾金额可以列成表格；平面内绕原点 o 旋转角度6的旋转公式中的系数可排成-张表 . 区 
组设计中点与区组的关联关系可以用矩阵表示等. 

2 . 通过引进矩阵的运算，特别是乘法运算•既可以用简洁的形式表达事物，又可以揭 
示亊物的内涵.例如，线性方程组可以简洁地写成 AX =/»; 平面上二次曲线的方程可以简 
洁地表示成 = 区组设计用关联矩阵 M 表示后, (“ 元表示第 1 个点出现 
在多少个区组里 ，（《_! P 元(其中 <») 表示每两个点恰好相遇在多少个区组里。 

本章来讨论矩阵有哪几种运算？它们满足哪些运箅法则？冇哪些性质？ 


4.1 矩阵的运算 


4.1.1 内容精华 

数域 K 上两个矩阵称为相等.如果它们的行数相等，列数也相等，并且它们的所有元 
索对应相等（即第1 个矩阵的元等于第2 个矩阵的 （ i ， j ) 元）。 

从某公司三个商场9月份、10月份销售4种商品的金额和很自然地引出了矩阵的加法 
运算： 

定义1设都是数域 K 上 sXn 矩阵，令 

C = (<2分 + 6., )识.， 

则称矩阵 C 是矩阵 A 与 B 的和，记作 C = A + B 。 
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从同步增长的经济向题很自然地引出了矩阵的数量乘法 运算： 

定义2设 A =( 化）是数域 K 上 s x n 矩阵, A 6 K , 令 

M = (.ka v ), Xm , 

则称矩阵於是*与矩阵 A 的数量乘积，记作 M = M .- 

容易直接验证，矩阵的加法与数童乘法满足类似于 n 维向董的加法与数量乘法所满足 
的8条运算法则. 

设 A =( a # ), x ,, 矩阵（一\>^<，称为 A 的负矩阵，记作 一 A . 利用负矩阵的概念，可定 
义矩阵的减法 如下： 

设都是 jX n 矩阵，则 

A-B —A + (-B). 

平面内绕原点 O 相继作旋转 I •与 < r 的总效果称为 <7与1■的乘积，记作 < rr 。 设 < r ， r ，< r r 的 
公式中系数排成的矩阵分别为很自然地应当把 C 称为矩阵 A 与 B 的乘积•因 
此引出了矩阵的乘法 运算： 

定义3设 A = (% )， x ，， B = (6。 ）， x ■，令 

C = (c 访 〉》 x _ ， 

其中 

Cii = a - b -> = * 

*-i 

^=1,2, …， s ; > = l ,2,-, m . 则矩阵 C 称为矩阵 A 与 B 的乘积，记作 C = AB . 

矩阵的乘法有以下几个要点： 

(1) 只有左矩阵的列数与右矩阵的行数相同的两个矩阵才能相乘> 

(2) 乘积矩阵的元等于左矩阵的第 i 行与右矩阵 的第） 列的对应元索的乘积 
之和》 

(3) 乘枳矩阵的行数等于左矩阵的行数，列数等于右矩阵的列数。 

矩阵的乘法适合结合律,何是不适合交 换律。 

矩阵的乘法对于加法适合右分配律和左分 K 律。 

矩阵的乘法对于数量乘法适合下述关系式： 

k(AB) = (kA)R = A(kB). 

两个非零矩阵的乘积有可能等于零矩阵，从而矩阵的乘法不适合消去律，即从 AC = 
BC 且 C #0 推不出 A = B 。 

主对角线上元素都是1,其余元素都是0的”级矩阵称为”级单位矩阵，记作 L ， 或简 
记作7。显然有 
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= B.xm * A, Xm I n = A.X.. 

主对角线上元素是同一个数 t 其余元素都是 0的” 级矩阵称为 n 级数置矩阵，它可以 
记成 W . 

两个矩阵 A 与 B , 如果满足 AB = BA , 那么称 A 与 B 可交换 • 易看出，《级数童矩阵 
与任意 n 级矩阵可交换，反之，可以 证明： 与所有 n 级矩阵可交换的矩阵一定是 n 级数歎矩 
阵（证明见 4. 2节的典®例题的例 2). 

由于矩阵的乘法适合结合律，因此可以定义 n 级矩阵 A 的非负整数次幂 
def 

A m - - A • A .A, m e , 



容易#出，对于任意自然数有 

A ' A ' = , CA*) 1 = A u . 

由于矩阵的乘法不满足交换律，因此一般来说从而对于矩阵来说•没 
有二项式 定理。 但是如果矩阵 A 与 B 可交换，那么 （A + B)" 可以按照二项式定理展开。 
矩阵的加法、数软乘法、乘法与矩阵的转 S 的关 系如下 

(.A + B )' = A ' + B \ ( kA )' = kA'x 
(. AB )' = B ' A '. 


特别要注意: (.ABy = B ' A \ 

显然 （AY = A. 

如果 n 元线性方程组的系数矩阵为 A, 常数项组成的列向量为 f 未知歎 a ，&，•••，:>:• 
组成的列向最为X,那么利用矩阵的乘法可以把 n 元线性方程组简洁地表示成 

AX = fi , 

相应的齐次线性方程组可以简洁地表示成 


AX = 0, 

于是列向量》|是齐次线性方程组 = 0 的解当且仅当 A » j =0„ 这个结论经常要 用到。 
如果 A 的列向量组为 a ,, …， cu ， 那么可以把 A 记成： 々=(0^ ，山 ，…， aj 。 

设 A = (~), x ,, B =(6 V )■><•• A 的列向量组为 <»,，《 2 按照矩阵乘法的定义, 


AB 的第） 列为 

a u b，i +a l2 b 2i H - a lm b mi 

azi b,j 4 - a 22 bzj + •- + a 2 J>.j 
••• ••• ••• 

cisibu 4- a a b 2i + ― -f a„b Hi 


= bi,ai bz,az ― 4 - b mJ a n 





b u 

厶 21 

AB = (CTl ， fl2 ， … 90„) 

b ml 


bn … b im 
bn … b 2m 

bnl … bnm 


= (6,101 +6 2 ia 2 + …•…， 61 解 Hi +&m«2 + … 

由此看出： A 乘以 B 可以把 A 的列向 ft 组分别与 B 的每一列的对应元素的乘积之和作为 
ZVB 的相应的列向童。这是矩阵乘法的第二种表述方式。 

类似地，设矩阵 B = 的行向量组为 hm ， …，)％，则 

ail d\t … | (yi fliiTi +a I2 72 - i rauy m 

a 2> •“ din 72 a 2 l7l +^22 72 -\-aZnfn 

AB =. .= 

• • ••• ••• ••• 

a.i CLa … y. U*i7i +0*2 72 

由此 看出： A 乘以 fi 可以把 A 的每一行元索与 B 的行向童组的对应行向量的乘积之和作 

为 Afi 的相应的行 向最。 这是矩阵乘法的第三种表述 方式。 

4.1.2 典型例题 


例1设7是级单位矩阵， J 是元素全为1的”级矩阵。设”级矩阵 M 为 

k A A ••• A 

A ife A — A 

A A A ••• k 

把 M 表示成 xf + yj 的形式，其中 xo ； 是待定 系数。 

解 



M = 


(k — A) + A 
0 + A 

0 + A 


0+A 

(ife-A)-f A 

0 十入 


0 + A … O-hA 
O-hA … 0 + A 

O-t-A ― (^-A) +A 
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k — X 

0 

0 

… 0 


A 

A 

A •• 

• A 

0 

k — X 

0 

… 0 

+ 

A 

A 

A •• 

• A 

, 0 

0 

0 

… k — X 


A 

A 

A •• 

• A 


=( 袅一 A)7+AJ. 

列 2 用 U 表示分 量全为 1 的 n 维列 向量 （即元 索全为 1 的 TiXl 矩阵〉。设八= 
计算 Ai . a ' BAm '。 
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计算 JA ， 人/。 

叫 — ；;)=(」』• 

点评： 

例3 表明： 矩阵的乘法不适合交换律^两个非零矩阵的乘积有玎能等于零矩阵，例如， 
/关0,/\关0,但是 JA = 0, 此时称 J 是一个左零因子, A 是一个右零因子。 

例4设 A 、 B 都是 n 级矩阵。如果 A 2 = B 2 , 是否可推出 A = BSA = - B ? 

解 可推出 A * - ff =0, 由于 A 与 B 不一定可交换，因此 A 2 — B 2 关 C 4 +BKA — B ), 

即使 A 与 B 可交换，有 A 2 -tf = C 4+ B )( A - B ), 从而有 ( A + B > G 4- B )=0, 但是也推不出 A+B 
=0或 A - B =0。 

例如，设 a =/ 2 , b=G ，则 

A 1 = B 2 


但是 A 垆 B 且 A 关一 B 。 

例 S 计算 A ”， 其中; n 是正整数，且 



解法一 



。)= 2 J + 3 B ， 


其中 B =C JJ 。 直接计算得， 

00 叫 :X :)=(::). 

由于 (2 J )(3 B ) = (3 B )(2 J )， 因此由二项式定理得 

A ™= C 2 J + 3 B )- = (2 I )-+ CL (2 D -'(3 B ) 
= 2"r + 2" -1 • 3 mB 
[2- 2"~' • 3 ml 
= [o 2 - )" 
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A2= (o 2)(0 2)= 

— r ; 2 nc h : 


2 2 2 X 

0 2 2 

2 3 4 X 91 
2 3 


由此猜想 A - 


2" 2" -1 • 3m 
0 2 " 


( 1 ) 


当 m = l 时，左边右边于是此时命@为真。 

假设对于 A - 1 命题为真，来看 

\2^' 2- 1 »3(m-1)1/2 3 、 

，叫。 2- |(0 2) 

[2- 2 rX • 3-1 

^ |o 2-)' 

由数学归纳法原理，对于任意正整数 m ，（ l ) 式成立 • 

例6计算 A •，其中历是正整数， 


A 


(: I ) - 


解 


- = (；；)(：；) = 

J (U 


A 4 = 


a 2 (a + 6)c 
0 b z 

(a + fe)c| /a c \ (a 3 (a 2 ab -\- b 2 )c 

0 6 2 J VO 6/ I 0 b z 

(a 2 +a6+6 2 )c 


0 


6 3 


c /a c\ a 4 (a 3 +a 2 6 + 
\0 6/~ 0 b k 


b + ab 2 -^b 3 )c] 


由上述猜想 


(a^ 1 + + ， * 3 6 2 + … + ab^+b^^c 

b m 


A ' = ("o 

当 m = l 时 ，（2) 式右边=(=左边，因此此时命题为真 


( 2 ) 


假设 A ” 1 时命题为真，来看 




a -^ 1 ( a ^ 2 4- + …十 ab ^ 


■ 5 + ^ 1 (；；) 


a ， 1 +广 2 6 + £^ 3 6 2 +-+^ : +6"^)<：1 


由数学归纳法原理，对于任意正整数 m ,(2) 式成立 • 


注意，虽然可以把 A 写成 D+G XX ] 不-定可交换， 


因此二项式定理对于此题不 适用。 

例7计算 A ' 其中 m 是正整数， 


( cos(p — sin^>\ 
sin^ costpl 

解由于 A 表示平面内绕原点0转角为 f 的旋转 < r , 因此表示旋转 a "。 由于 < r " 
是绕原点 O 的转角为 m p 的旋转，因此 


= ( CC 
V si 


cosrrup — sinm ^> 、 
sin 卿 cos 卿 t 


例8计算 A ' 其中 m 是正整数， 


0 10 


A= : 


0 0 0 
0 0 0 



由此猜想：当功<”时， 
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用数学归纳法证明上述猜想。当 m = l 时，显然命题成立。 
假设当时，对于命题成立，来# 



由数学归纳法原理，当时，（3)式成立. 















第 4 聿矩阵的运算 


• 159 • 


因此当时，有 A w =0 o 
点评： 

例8中的 n 级矩阵 A 有重要应用，例8的结论应当 记住： 从例8的结论还可推出 
rank ( A ") = 

例9设 A 是数域 K 上 sXn 矩阵， 证明： 如果对于/^中任一列向置 IJ ， 都有 A »! = 0, 
那么 A = 0。 

证明假设 A 关0,由已知条件得 ， K " 中任一列向都是 / I 元齐次线性方程组 = 
0 的解。 从而齐次线性方程组 = 0 的解空间 W = K "。 由于 dimW = ”一 ran k 04)， 因此 

n = n — rank ( A ) ， 

由此推出 rank ( A ) = 0, 从而 A = 0 •矛盾 • 

点评： 

在讲了本章 4. 5 节矩阵的分块后，例9还可以如下证明： 

A = AI = A(fii ， fi”." ， c-) = CAei ，々 * ， ••• ，々 ■) 


0 , 


当 m C n ; 
当 771 > 72 • 


=( 0 , 0 ,-, 0 ) = 0 . 


例 10 求与数域 K 上 3 级矩阵 A 可交换的所有矩阵，设 

3 10 

A = 0 3 1 . 

0 0 3 

解容易看出与3级矩阵 A 可交换的矩阵必定是3级矩阵.设 ； f =(■!*), x ，与 A 可 


交换。 



3 

0 

0 、 


0 

1 

0 

A = 

0 

3 

0 

+ 

0 

0 

1 


0 

0 

3 


0 

0 

0 


其中 


0 1 0 

. B = 0 0 1 . 

0 0 0 

由于3级数童矩阵 3 J 与任意3级矩阵可交换，因此 

AX = XA ㈡ BX = XB 


从 
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0 

1 

01 X U 

x \2 


JT U 

•^12 

X13 

0 

1 

0 

0 

0 

1 X21 

:22 

^23 = 

X21 

Xtt 

■^23 

0 

0 

1 

0 

0 

0 X31 

^32 

工 33 

工 31 

文 32 

^33. 

0 

0 

0 


工 11 

X22 


f° 

■Til 


X31 

工 32 

:33 = 0 

x n 

工 22 

0 

0 

0 J 

lo 

x« 

工 32 


解得工21 = 0，122 = 工"，而， = J：i: ， 

X31 = 0*X 3 2 = 文21，工33 =工22. 

因此 

■T|| Xu X13 

X = 0 X\i X\i » X|1 »Xi2 ， : Ti3 6 /C. 

0 0 X|, 

例 n 设《级矩阵 A、B 的元素都是非负 实数。 证明 ：如果 AB 中有一行的元素全为 
0,那么 A 或 B 中有一行元索全为0。 

证明设 AB 的第；行元索全为0。则 

= 0, ) = l，2r",fi (4) 

4-1 

若 A 的第；行元索全为0,则命题 为真。 如果 A 的第 < 行元索不全为0,那么对某个/, 
尹0。由于 A、B 的元索均为非负实数，因此从 （4) 式得 
b v = 0, j = 1 ,2,"- ,n 

于是 B 的第/ 行的元索全为0， 

例12设 A 是数域 K 上的；I级矩阵，令 

/(x) = a„x~ +a m - 1 j" 1 H — +fl|X+a 0 » ai€K ， i_=0 ， l ， “7j. 

把 1 用 A 代人，得 

/(A) = a m A m 十^*-〆" -1 + … +aiA + a 0 /, 

称 /(A) 是矩阵 A 的多项式。设 

/(x) = 3x*-2ar + 4, 

1 -2 3 

A = 2 -4 1 , 

3 —5 2. 

求 /(A>。 
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1 -2 3 

1 一 2 3 


6—9 7 

A 2 = 

2-4 1 

2 —4 1 

= 

-3 7 4 


3 —5 2 

3-5 2 


一 1 4 8 


于是 



18 一 27 21、 


2 一 4 6、 


4 0 0 

/( A ) = 3 A 2 — 2 A + 4 J = 

-9 21 12 

-3 12 24 

— 

4-8 2 

6 -10 4 

+ 

0 4 0 

0 0 4, 


20 — 23 15 
-13 33 10 

- 9 22 24 


习题 4.1 

1 •设 



A 

0 

0 


0 

1 

0 

A = 

0 

A 

0 

.B = 

0 

0 

1 


0 

0 

A 


0 

0 

0 


求 A + 

2. 设 J 是元素全为〗的4级矩阵，/是4级单位矩阵•求 


(3) C ：)(： 2 s )« 


3.计算 
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5. 计算 


6.计算 



^11 

aiz 

[x 

(o: ， 3» ， l 〉 a, 2 

a Z2 

y 


d2 

Oq J U 





[)',n 


C5) 0 1 01" 

0 0 1 ,n 是正 整数； 

0 0 0 

<7) /I 1 
(1 - 1) 丨 

7. 计算 A •，其屮 m 是正整数， 

A 1 0 

0 A 1 

A — ..•• 

0 0 0 

0 0 0 

8. 计算 

2 


(6 > A 1 01" 

0 A 1 ， n 是正 整数; 
0 0 A 



其中 m 是正整数。 


9. 设 /( x )=: c 3 —7： i : 2 + 13: r —5, 



求 /( A ) o 
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10. 求与数域 K •上的矩阵 A 可交换的所有矩阵，设 


⑴ A 

A= ( 

fl 

、3 

：) 

; 

(2) a =( 

n 

(5 

: 

(3) 

2 

1 

0 

( 4 ) 

l 

0 4 

A = 

0 

2 

1 

; A = 

0 

1 2 


0 

0 

2 


0 

1 2 


11. 如果 n 级矩阵 B 满足 B 3 =0, 求 

( I - BK / + B + B 2 ) 

12. 证明： 若氏，压都与 A 可交换，则 B ,+ B 2 , B , B 2 也都与 A 可交换。 

13. 证明：如果 A = + ( B + J >, 则 A *= A 当且仅当 B Z = J 。 

14. 证明 ：矩阵 满足方程 

x 2 — (a -h d)x ad — be = 0. 

4.2 特殊矩阵 


4.2.1 内容精华 

本节研究的特殊矩阵都是很有用的，应当熟练掌握它们与其他矩阵相乘时的特殊 
规律. 

1. 对角矩阵 

定义1主对角线以外的元素全为零的方阵称为对角矩阵，简记作 di a g { d ,, d 2 , …， 

d„). 

命題1用一个对角矩阵字（右）乘一个矩阵就相当于用对角矩阵的主对角元分别 
去乘 A 的相应的行(列） • 

证明设 A 各一个 sXn 矩阵，它的行向童组是7 1 ,丫2，一，7,1列向量组是<» 1 ，0( 2 ，-"， 
a ■•则 


d\ 0 0 ••• 

0 


7i 


d,ri 

0 d z 0 … 

0 


r 2 


diyi 

0 0 0 

… 


r, 


d,y. 
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d\ 0 0 0 

0 d 2 0 — 0 

( cii ， a 2 ，•••，€!-) =(义屮 ， d 2 c ^， …， 

0 0 0 ― d n 

特别地，两个 《 级对角矩阵的乘积还是 《 级对角矩阵，并且是把相应的主对角元相乘。 
2. 基本矩阵 

定义2只有一个元素是1,其余元素全为0的矩阵称为基本矩阵。元为1的基 
本矩阵记作 E f> 。 


设义=(〜，则 



= aiiEn -\-a n E X i 4 - ― -\-a, m E, m 


= ESa„E,. ⑴ 

命題;用£„ 卒乘一个矩阵 A , 就相当于把 A 的第行搬到第 i 行的位置，而乘积矩 
阵的其余行全为 Otit 用右乘一个矩阵 A , 就相当于把 A 的第 i 列搬到第）列的位 H ， 
而乘积矩阵的其余列全为0 列。 

证明设 A 是一个 sXn 矩阵，它的行向量组为•…， r .1 列向撤组为 a , , a 2 ,-, 
a.o m 

第 _» '列 

E„A = 

第 i 行 1 



AEa = (ai *a 2 ， … ， a ”） 


第 j 列 


第》行 
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=(0,…， 0，a, ，0,…，0)， 

第）列 

其中仏 的未标出的元素都是0。 

由命题2立即得到 

叫【:，当当::广 

E V AE U = a^E,i. 

3. 上 （下） 三角矩阵 

定义3主对角线下（上)方的元索全为0的方阵称为上（下〉三角矩阵 
显然, A=( a ) 为上三角矩阵的充分必要条件是 

a, = 0,当 i > )• 

容易看出， A =( 叫）, x, 为上三角矩阵当且仅当 

^ = 2 S a - E •- 

<■1 > — < 

命題3两个 n 级上三角矩阵 A 与 B 的乘积仍为上三角矩阵，并且的主对角元等 
于/\与 B 的相应主对角元的乘积。 

证法一设 A=( aii ),B=(6 n ) 都是 n 级上三角矩阵，则 

(AB)(«,;) = 

4-1 

= 2 a * bk » 

*™1 *"/+■! 

设；>八当 l<*<j 时，由于 *0<i, 因此〜 =0 t 当^<务<« 时,从而 
(ABH.ii) = 0,当 i>_/. 

于是 AB 是上三角 矩阵。 

(ABXi'ji) = ： y' l a*b h + ai.b,, + 2 a^b k 

fc-1 

= 0 + a“b “ + 0 = a“b“. 

证法二设 A = ( fli> )，B=( 呙）都是 n 级上三角矩阵，则 

AB= 

讓_1 i 讎 i k — l / ■裊 

= 

i—1 >-i * —1 /•* 

= 22 力 aA,E “ 

• = 1 >-* /-> 


( 2 ) 

( 3 ) 
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= 22 2 a A E .' 

i-l /■! /-i 

<•» /，i >—I 


(4) 


因此是上三角矩阵. 

由于 AB 的（《’,:’)元等于⑷式中£：,,的系数，因此 
(AB)(t»i) = a„b u . 
在证法二的“ * ”这一步利用了连加号的下述性质 

2 2 c > rf ' = S • 

i™i !•< i _» 

其中 1 = 1，2, 

证明给定: eu ,2, …， n }, 有 


(5) 


22 Cidi KB c4 i +Cidt 




+ 1 d i+ 1 + … + ch * id m -\ + d^\d m 

參參 • ••• 

^ c m -\d m -1 4 ~ c m ~\d m 

= … … + 2 c > rf - 

i—i >_< ，•■•_ 

= S 2 c i dl - 

证法二的好处是：可从 (4> 式肴出 AB 的 （ i ,<) 元，它等于 E ,, 的系数.例如的 
(1,3) 元等于 

3 

y]glAs = <*11^13 + flu ^23 +«u6jj. 

由于上三角矩阵 A 的一置 A ' 是下三角矩阵，因此从命題3立即 得出： 两个 n 级下三角 
矩阵的乘积仍为下三角矩阵，并且乘积矩阵的主对角元等于因子矩阵的相应主对角元的 
乘积。 

4. 初等矩阵 

定义 4 由单位矩阵经过一次初等行(列）变换得到的矩阵称为初等矩阵。 

, 0+0* 


(©.©) 


PU 9 j ) 9 
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P(«(c)), c^O ； 

J ^7 T P( )“ ⑷)， 

I ^ r p (“ ”， 

c ? tO . 

C 

从上述看出，初等矩阵有且只有三种 类型： /( iW 〉， 其中 <：#()• 

设 A 是一个 sXn 矩阵，它的行向 ft 组是 . r 2»" - - r .• 列向 ft 组是免，<« 2 ，…，<«„■■则 


P(j,i(k))A 


AP(j,i(k)) = (Oi .o 2 .— .O.) : ••• 

k ••• 1 


=<ai * — .a, + ka, ，…， a, 

由上述 看出： 

用 P (),; U )) 卒乘 A , 就相当于把 A 的第 i 行的 i 倍加到第行上，其余行不变； 

用 + 乘 A , 就相当于把 A 的第）列的々倍加到第》_列上，其余列不变。 
类似地，可以 ii 明： 

用 P ( i ，;) 左 (右〉 乘 A ， 就相当于把 A 的第 i 行 （列〉 与第；行（列）互换，其余行（列） 
不变； 

用 P ( i ( c ))(#0) 左(右）乘 A , 就相当于用以 c 乘 A 的第 i 行（列），其余行（列）不变。 
把上述结论写成一个 定理： 

定理1用初等矩阵左 （右） 乘一个矩阵就相当于 A 作了一次相应的初等行（列） 
变换。 
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定理1把矩阵的初等行（列）变换与矩阵的乘法相联系，这样有两个 好处： 既可以利用 
初等行（列）变换的直观性，又可利用矩阵乘法的运算性质。 

5. 对称矩阵 

定义 S —个矩阵 A 如果满足 A ' = A , 那么称 A 是对称矩阵。 

容易看出，对称矩阵一定是方阵；并且 n 级矩阵 A 是对称矩阵当且仅当 
A(itj) = A(j-,i) , i,j = 1，2,…， n . 

命题4设 A 、 f 5 都是数域 K t 的 n 级对称矩阵，则 A + B , MU 6 K ) 都是对称矩阵。 
证明 （/\ + B >’ = A ' + B ’ = A + B , 

(kA)' = kA' = kA, 

闪此 A + B , M 都是对称矩阵。 

命题5设 A 、 B 都是 n 级对称矩阵，则 AB 为对称矩阵的充分必要条件是 A 与 B 可 
交换， 

证明因为 A *5 B 都是对称矩阵，所以 

(ABY = B'A' = BA. 


于是 

AD 为对称 矩阵 ㈡ (AB)' = AB 
«=> BA = AB . 

6. 斜对称矩阵 

定义 6 —个矩阵 A 如果满足 A ' = _ A , 那么称 A 是斜对称矩阵。 

容易看出，斜对称矩阵一定足方阵 | 并且数域 K 上的” 级矩阵 A 是斜对矩阵当且仅 
当对于丨，_/ = 1，2， …， n ，有 

AU ； >)=-A(>» «), 

A(it i) = 0 . 

命题 6 数域 K 上奇数级斜对称矩阵的行列式等于0。 

证明设级斜对称矩阵， n 是奇数，则 A ' = - A 。 从而 = 于是 | A | = 

(-1)'| A |=-| A |„ 

由此得出 ，2| A | =0,因此 | A | =0。 

容易 证明： 若 A 、 U 都是数域 K 上”级斜对称矩阵，则也都是斜对称 
矩阵。 


4.2.2 典型例题 

例1 证明： 如果 D 是主对角元两两不等的对角矩阵，那么与 D 可交换的矩阵一定是 
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对角矩阵。 

证明设 0 = 出明 {<,4,"«, 么}，其中 H ， …， d K 两两不等，如果 n 级矩阵 A = 
(^)与 D 可交换，那么 

(AD)(i;j) = (DA)(it j)t i，j = 1 ， 2 …，” 

即 aad^diaa t t*i = l *2t — 

即 a ii {d i — d l '> = 0, = 

由此推出 

a 切 = 0 ， 当 :• 尹办 

由此 A 是对角矩阵。 

点评： 

例1的证明中利用了对角矩阵左（右）乘一个矩阵的规律。例1的结论在以后有用，应 


当记住. 

例2 证明： 与所有 n 级矩阵可交换的矩阵一定是《级数童矩阵 • 

证明设矩阵 A = ( a u ) 与所有 n 级矩阵可交换，则 A 必为 n 级矩阵 • 特别地， A 与 n 
级基本矩阵£：,,() = 1,2,…，可交换，即 E > l A = AE , j . 由此得出， 


于是 


a>i 

a J2 

… <h ， 

… a ， ’ 


' 0 

… 0 

an 

0 . 

，•• 0 

0 

0 

… 0 

… 0 

= 

0 

… 0 


0 

0 

0 

0 

… 0 

… 0 


• 0 

••• 0 

a m \ 

第）列 

0 

… 0 

a>i 

= 0, 


= 0* c 

= 

an • 

a i^ 

= ()••• 


= 0. 


由于）可取1,2，“_,1因此 

fan 0 


A = 


0 a„ 


0 … 0 0 

0 … 0 0 


即 A 是数量矩阵。 


0 0 0 … 0 an 
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点评： 

例2的结论相当重要，应当熟记。 

例 3 证明： 数域 K 上任一 n 级矩阵 A 都可以表示成一个对称矩阵与一个斜对称矩 
阵之和，并且表法 惟一。 

证明 

A = y(A + A , ) + y ( A - A , ) 

由于 

(,A + A'Y = A , + ( A , ) / = A ' +A = A + A ' 

( A - A ')' = A '-(, A'Y = A ' -A =-( A - A , ), 

因此 A + A ' 是对称矩阵, A - A ' 是斜对称矩阵。从而■|■( A + A '>、•|■( A - A ')分别是对称矩 

阵、斜对称矩阵= 

设 A 还有一种表示 方法： 其中 A ,, A , 分别是对称矩阵、斜对称矩阵。则 
A ' = A \ + Aj = Ai — A t . 

又由于 A = A !+ y \ 2 , 

联立上述两个式子可解得 

A I =+(A + A , >, A 2 =j(A-A'>. 

因此 A 表示成一个对称矩阵与一个斜对称矩阵之和的方式惟一 • 

例4 证明： 如果 A 与 B 都是”级斜对称矩阵，那么也是斜对称矩阵。 

证明 — YB ' 

= (-B)(-A)-(-A)(-B) 

= BA - AB =-(. AB - BA ), 

因此 AB-BA 是斜对称矩阵。 

例 S 设 A 是一个 n 级实对称矩阵（即实数域上的对称矩阵），证 明： 如果¥=0,那么 
A = 0。 

证明 设 A = ( ail ), 任给 ie <1,2,由于 A 是对称矩阵，因此 
A 2 ( m ») = = S ] a * 

4-1 *-1 


由于 A 2 =0, 因此从上式得 
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2义= 0. 

k -\ 

由于 A 是实数域上的矩阵，因此从上式得 

Qj, = 0* k — 1 ， 2,… ， 71. 

于是 A = 0。 

例6设 A 是数域 K 上一个 sXn 矩阵， 证明： 如果 A 的秩为 r , 那么 A 的行向最组的 
—个极大线性无关组与 A 的列向量组的一个极大线性无关组交叉位置的元 素按® 来的排 
法组成的 r 阶子式不等于0。 

证明设 y ,, 八是 A 的行向最组 ，…， y , 的一个极大线性无关组， a , ， 
a h ，…, a ,, 是 A 的列向最组 ot ,, 山 ，…， a « 的一个极大线性无关组。令 


= 


r ； 


则 rank(A,)=r. A, 的列向量记作 a, …,6.，它们是《,，<* 2 ，…， cc, 的缩短组。由于 A 

的每一列 a, 可以由 a,,，a, : ，…, a,, 线性表出，因此 A, 的每一列私可以由 d,,，fl, 2 ，…，屯,线 
性表出。由于 rank(A,> = r ，因此的列向 _ S 组的一个极大线性无关组。 
从而由 <*,, 组成的子矩阵的行列式不等于0•即 

i ” …， 


A 


； 2i 


关 0. 


例7证明 ：斜对 称矩阵的秩是 偶数。 

证明 设” 级斜对称矩阵 A 的行向量组为 y,,y 2 , 则/ V的列向最组为 

由于 A，=_A, 因此 A 的列向*组为 一y, ’，一<，•.•，一/■'•设 rank(A) = ~ 取 A 
的行向里组的一个极大线性无关组 r., , y,, ,…， y., ,则 -y( ，一 ri ，…， —r (是 A 的列向埴组 
的一个极大线性无关组。据例6的结论，得 

、:1， *2 * 

由于 AG. ;«••) =—yUidk), t;， U e<l，2，...，r> •因此上述 r •阶子式是一个 r 级斜对称矩 
阵的行列式。由于奇数级斜对称矩阵的行列式等于0,因此 r 必为偶数》 

例8 证明： 矩阵的2。型初等行变换（即两行互换）可以通过一些 r 型与3°型初等行变 
换实现。 


A (“，…，。) 

'll * <2 t … ， t r t 


尝 o . 
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证明考虑与第 i 行和第_/行互换相应的初等矩阵 P ( i ，_ j )， 它可以如下得到 -- 



因此 P ( i (- l )) P («,>(- l )) PO '. iCl )) P («.>(- l ))^= P (*'*»- 

从而 P ( i,»A = P ( i (- l )) P («， i (- l )) F (>.*( l )) P ( i ,>(- l )) A . 

这表明对 A 作两行互换可以通过对 A 作一些 r 型和3°型初等行变换来实现。 

例9方阵 A 称为幕零矩阵，如果存在正整数 “使得 4=0;使4=0成立的最小正 
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整数 / 称为 A 的幕零指数。证明： 

(1) 上（下）三角矩阵是幂零矩阵当且仅当它的主对角元全为 0 ; 

(2) 如果《级上（下）三角矩阵是幂零矩阵，那么它的幂零指数 / 

证明 （ 1) 必要性。设 ” 级上三角矩阵 A = (a) 是幂零矩阵。假如有某个主对角元 
1 关 0, 则对任意正整数；„,都有 

A-(«,.) =flS 关 0. 

这与 A 是幂零矩阵矛盾。 

充分性。设 ” 级上三角矩阵 A = ( aii ) 的主对角元全为 0« 则对任意正整数明，都有 A" 
的主对角元全为 0 。 

据本章 4. 2 节的命题 3 的证法二中 (4) 式，得 

(+1 

A 2 (f“+ 1)= 2 W“+i =a “ a “H'i+a*“+ia_.+i.H"i=0 , 其中 i=l ， 2 ， ... ， ” 一 1. 

假设 A*(i,i+l 〉 =A*(iM+2> = ".=A*(«V+ifc-l>=0,*>2 ._ 对于 l<m <* ，有 
A* +, <Mi+ W i)= ^a^ijti+m) 

= a ii A > Uii + m) +a l . l+ |A*(i + l |i+m> + … •㈣ /Wi+mii+m) 

= 0 . 

由数学归纳法原理，对一切大于 1 的正整数有 

/\"(««| + 1) = A-(i»i. + 2) =…= A-(i；« + m-l) = 0. 

由此推出， A’=0, 因此 A 是幂零矩阵 . 

(2) 由第 （ 1) 小题的必要性以及充分性的证明得出， A"=0. 因此 A 的幂零指数 
由于下三角矩阵的转置是上三角矩阵 , 因此第 (1> 、 (2) 题的结论对于下三角矩阵也成立。 

例 10 令 


C = 


0 

1 

0 

0 … 

0 

0 

0 

0 

1 

0 … 

0 

0 

0 

0 

0 

0 … 

0 

1 

1 

0 

0 

0 … 

0 

0 


称(：是》级循环移位矩阵。 证明： 


(1) 用 C 左乘一个矩阵，就相当于把这个矩阵的行向上移一行，第1行换到最后一行; 
用 C 右乘一个矩阵，就相当于把这个矩阵的列向右移一列，最后一列换到第1列； 


(2) f (T =/, 其中是元素全为1的^级矩阵， 
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证明 （1) 设 A 、 B 分别是 5 X / i 、 nXm 矩阵, A 的列向量组为 a ^, cr 2 ，…， a , ; B 的行向 
量组为^，也，…，先。则 


CB = 


0 1 0 0 — 00 

0 0 10 — 00 

I 

AC = (fli ， a 2 ， … ， a-) 

0 0 0 0 — 0 1 

.1 0 0 0 — 0 0 

=(€»■，fln 南 ，…， )• 


0 

1 

0 

0 

… 0 

0 


sr 

Sz 



0 

0 

1 

0 

… 0 

0 



s, 

0 

0 

0 

0 

… 0 

1 


: 


6 m 








&■ 


1 

0 

0 

0 

… 0 

0 



S' 


(2) 显然有 

据第 （1) 小题的结论，得 


C = (e m .«! .«2 *••• *Sw-i ). 
C 2 = H ，…， 《 <r-2 )， 

C 3 = **■*«! ，…， 《 -3 >， 


C rt = (fi 2 ，《 3 


因此 

»r-l , 

2c ( = (^ + «• + «„-i + … + «2 ， e 2 + 8i + 8. + - h …- i + … + Sl ) 



*根据矩阵的加法的定义，若干个矩阵相加，可以把它们的对应的列向量相加。 
例 11 »!级矩阵 


ai 

a 2 

di •* 

»• a m 

a . 

ai 

fl 2 •_ 

•• a rX 

… 

••• 

. 

^2 

di 

a A •， 

•• a x 
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称为循环矩阵，它是由第1行的元素逐步往右移一位得到第2,3,…， n 行。 证明： 

A = a t I + a 2 C+ qC 2 + …+ a.C^', 

其中 C 是例 10 中的循环移位 矩阵， 

证明从例10的第 （2) 小题的证明过程看出 

а, J+aaC+aaC 2 + … + a.C _ _1 

= (aiSi +<2 2 «- + … +a ,62 »aiez +a 2 e! 十化 ®- + … +a>e 3 , … ，中右， +a 2 e„-i + … ） 
ai a 2 ― a . 

a, a, … a.^i 
=a.-, a. … a.- 2 =A. 

a-i a, — a, 

从例 11 的证明中看出，形如 a ,/+ a 2 C + … + a . C ^ 的矩阵一定是循环矩阵，它的第一 
行为 ( Ui ， fl 2 ，…， a ,)。 

例 12 证明 ：两个 n 级循环矩阵的乘积仍是循环矩阵。 

证明设 A 、 B 都是 n 级循环矩阵，它们的第一行分别是 U ,, ci 2 , ，… 

6 .). m 

A = a, / + a 2 C + …+ a.C"^', 

B = M + &C+ … + W 1 . 

由于 C " = («,，* 2 ,« 5 ，… ,0 = K 因此 AB 可表示成下述形式， 

AB = d,J + AC+ … +d.C" _, 

从例 11 的证明中看出， AB 是第一行为的循环矩阵。 

习题 4. 2 

1. 证明： 对于任 一 S X ” 矩阵 A , 都有 AA ', A ' A 是对称矩阵 • 

2. 证明： 两个 n 级斜对称矩阵 A 与 B 的乘积是斜对称矩阵当且仅当 AB = — BA 。 

3. 证明： 两个 n 级斜对称矩阵的乘积是对称矩阵当且仅当它们可交换。 

4. 证明： 如果 A 与 B 都是； 《级对称矩阵，那么 AB — BA 是斜对称矩阵。 

5. 设 A 是实数域上的 sXn 矩阵。证明： 如果 AA ' = 0, 那么 A = 0。 

б. 设 A 是复数域上的 5 Xn 矩阵，用万表示把 A 的每个元素取共轭复数得到的矩阵。 
证明： 如果 A ^'=0, 那么 A = 0。 

7. 证明： n 级对称矩阵的第^行元素的和等于它的第 | 列元素的和。 
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8•设 


A a n 

… a lfl 


A 

0 

… 0 

0 a 22 

… a 2 _ 

， B = 

621 

622 

… b lm 

. 

. 


… 

… 

. 

0 a n2 

… a mm 


b mi 




证明： 矩阵方程 


AX = XB 


有非零解。 

9. 设 A 与 B 都是 n 级对称矩阵，则对任意正整数矩阵 C =( AB >— A 也是对称矩阵。. 

10. 证明： 初等矩阵可以表示成形如/+\£.,这样的矩阵的乘积。 

11. 证明： 对角矩阵 D = diag ( l ，.“， 1,0, •••,()} 可以表示成形如1 这样的矩阵 

的乘积。 


4.3 矩阵乘积的秩与行列式 


4.3.1 内容精华 


矩 阵是— 张表格，它包含了丰畜的 信息。 矩阵的秩是从矩阵的行（列）向最组的线性相 
关性的角度提炼出来的信息，它刻画了矩阵的行（列）至多有多少个线性无关的向》•方阵 
的行列式是方阵的不同行、不同列的元索乘积的代数和，它刻画了以这方阵为系数矩阵的 
线性方程组是否有惟一解。 

矩阵有加法、数*乘法、乘法三种运算。本节研究矩阵乘积的秩、行列式与因子矩阵的 
秩、行列式有什么关系。 

定理 1 设 •，則 

rank ( AB ) ^ min { rank ( A ), rank ( B )}. 

证明设 A 的列向量 


AB =(oi » a 2 ，…， O 


= (6nai +6 2 ia 2 + … 


Oh ， 

a 2 ，… 

，氏，则 

bn 

bn 

… blm 

bn 

bu 

… 厶 2 两 

火 1 

厶 

… b nm 


,b lm ai + 6 2 两 <12 +… 
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上式表明， AB 的列向量组可以由 A 的列向量组线性表出，因此, AB 的列秩小于等于 A 的 
列秩。即 

rank(AB) ^ rank(A). 

利用这个结论又可以得到 

rank(AB) = rank[(AB)’] = T & nk ( B ， A ， ) 

^ rank(B') = rank(B). 

因此 rank(AB)^min{rank(A) ,rank(B)>. 

定理 2 设 A = (h), Xlf ，B = ( 岣），则 

I AB | = | A || B |. 

分析为了出现 IA | | B |, 联想到第 2 章 2. 6 节的一个公式 
A 0 

c B =IA||BL 

其中 C 是任意 一个； 》Xn 矩阵。为简单起见，取 C=_h 为了出现 IABI . 类似于上述公 
式，应出现 

0 AB 
-I B 

于是采用下述证法。 

证明一方面，有 

A 0 

另一方面，又有 



an 

an 

… a lm 

0 

0 

… 0 


an 

an 

… a 2m 

0 

0 

… 0 

A 0 _ 

<2 n] 

a.2 

… 

0 

0 

… 0 

-IB — 

-1 

0 

… 0 


bn 

… b u 


0 

-1 

… 0 

办 21 

bit 

… bi„ 


0 

0 

..._ 1 

b mi 

bm2 

… b mn 
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0 AB 
^ -I B 

= \AB | (― 1) <1 + 2 + •~-*-*) + [<«+ 1 ) + (»+ 2 » + - 4 - 2 .] | — j | 

= \ AB \. 


因此 | AB | = | A || B |. 

用数学归纳法，定理2可以推广到多 个；* 级矩阵相乘的 情形： 

I … A , I = I A , 11 Aj I ••• I A , |. 

定理 3 ( Uinet-Cauchy 公式〉 设 A = < a ^ ), x . . B = (6, ). Xl . 

(1) 如果 J > n , 那么 | AB |=0» 

(2) 如果那么 | AB | 等于 A 的所有 5 级子式与 B 的相应 s 级子式的乘积之和，即 


I AB | 


证明 


E 4 1 ， 2 ,… , s X ， V2 ，...， 

， v 2 ，…， v , / '1, 2 , …， s / 

(1) 如果 5> n ， 那么 


rank ( AB ) ^ rank ( A ) ^ n < 5. 
于是 s 级矩阵 AB 不是满秩矩阵，从而 | AB |=0. 

(2) 用两种方法计算下述行 列式： 

D = 

—方面将 D 按前 s 行展开，得 


I A 0 
I -/ B 


D = £ A ( 1 ' 2 ' - 




• 1(—， B ) I , 

其中 { 川 ，//2 ， …， /^»-i > = { 1 ， 2 ， … ， 7 l } \ { ， V 2 ，…， V ， } ， 且/ <； i 2 < … < / i ”-” 把 

I ( 一 fin •—，…，一 ， R ) 丨按前 n — s 列展开，注意前 ”一 5 列只有一个 71 — 5阶子式 
不为0,它是取第川 ，内 ^ ,行得到的那个 n — 5阶子式，因此 


I 、一 S ， ~ e , 2 ，…， 一 、■ ， B ) I 


=z\ — I h f I (— l)(h+ 巧 +… +#« lt _ ， HO+2+-+<ir**>J 





Vi yV 2 *— tV.X 
1，2，…， 5 ; 


= (一 W — 



由于 
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—•+”,> (一 m — 1) 《产1+巧如(一 1)+(， 


因此 


<»^» ' Vi * ^2 * ••• *1；, / \1, 2, ".,5 * 

另一方面，类似于定理2的证明方法，首先分别把第 5 +1, s +2 , …， S + / I 行的 a „， ai2 , 
…， 〜倍加到第1行上;接着分别把第 s + l , s +2, …， s + ii 行的 …， 如■倍加到第5 
行上；依次下去，最后把第5+1, 5 + 2^”, 5 +”行的〜…, a ••倍加到第 S 行上，得 


D = 


A 0 



1-/ B \ |- 


=| AB | (— l ) u+ 


= (一 ir(—ir 

由于 

(一 l 〉 U -“《 rf ” (一 1)-*"” 

因此 



0 AB 
-I B 


4-.+<* f .)] I 一 J I 


(一 1 〉 Mr -1 >+•<•»-1>- 


\ab\= S 

i < W ...* 


M 1 ， 2 … ) b [ v '^^' v '). 

■ Vl；i *T；2 *••• *V, / \1 ， 2，…， 5 / 


Binet - Caucly 公式有很多应用，用处之一是可以用来计算乘积矩阵的各阶子式。 
命题 1 设 A = ( a.,>•><,，B = (6„), x ,， 设正整数 

(1) 如果那么 AB 的所有 r 阶子式都等于 h 

(2) 如果 r < n , 那么 AB 的任 一 r 阶子式为 

\jl ， j” … ， j r l … ， v ” …， V r 丨 \jx ， h ，…， jJ 

证明 AB 的任一 r 阶子式为 




AB(t, - f j t ) 

… AB(m ； j r ) 


ABUz u i> 

AB(« 2 ；> 2 ) 

… AB (“ ，人） 


ABU r ；jO 

AB(i r ； j z ) 

… AB(i r ； j r ) 
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(1) 如果，那么上式右端的两个矩阵的乘积的行列式等于0,从而 AB 的 r 阶子式 
都等于0。 

(2) 如果 r < n , 那么上式右端的两个矩阵，（分别记作 A , , B ,) 的乘积的行列式等于 


I A . B , 


1 = 


S A 




l<* 1 < h <-<» r C- 'V, Vt， …， vj \jltji ， … ， jr, 

于是命题 1 的第 （2) 部分得证。 

矩阵 A 的一个子式如果行指标与列指标相同，那么称它为 A 的一个主子式。 A 的一 
个 r 阶主子式形如 

'i| fit ，…， i r l 


4.3.2 典型例題 


例 1 证明： rank ( A 4- B )^ rank ( A ) + rank ( B ). 
证明设 A 、 B 的列向量组分别为 


则 A + S 的列向量组为 


ai ， a 2 , …， a ，； ，/，•••，/>■• 


<»i 十/ ， a : + ft ， …， cu + / t . 

设 a ,,， a , 2 ，…， a % 是向童组 ch ， a 2 , …， a , 的一个极大线性无关组》设 A ,， ft 2 ，…， A , 是向童 
组比， ft ，" •，队 的一个极大线性无关组。则可以由向量组 cr ,, ， 
a . 2 ，…， Hi ，仏，… ，仏线 性表出 • 因此 

rankfai +/li，flz + ft ，…， CN +/U 

< rankfa.^ ,a, 2 ， … ， a ir ， H ，…， A,} 

< r-\-t. 

rank(A + BXrank ( A ) + rank ( B ), 

例 2 证 明：若 •则 rank ( M ) = rank ( A ). 


于是 





第 4 章矩阵的运算 


• 183 • 


证明设 A 的列向量组为 fli ，山， …， a, •贝 ij M 的列向量组为 Aoi ，如 7 ，•••，知^。由于 
々/0,因此 

向量组％ ，a, z ，…，(^线性相关 
㈡向量组蚣.，，如, 2 ，…，线性相关. 

设 a,,，cr, 2 ，…，乂是仏 ，6r 2 , …， a, 的一个极大线性无关组，则 ， ka 、 t ，…是 yka 2 , 
…，的一个极大线性X关组。因此 rank(A) = rank(M)。 

例3设 A 是实数域上的 sXti 矩阵，则 

rankCA'A) = rankCAA 7 ) = rank(A). 

证法一如果能够证明元齐次线性方程组 （A'A)X=0 与 AX = 0 问解，那么它们的 
解空间一致，从而由解空间的维数公式，得 

n — rank( A’A ) = n — rank(A) » 

由此得出 ，rank(A'A ) = rank(A) 。 

现在来证明 CVA)X=0 与 AX = 0 同解。设7是 AX = 0 的任意一个解•则 At|=0。 从而 
(A'A) 7 =0, 因此是04、)尤=0的一个解。反之，设6是 (A'A)X=0 的任意一个解，则 

iA f A )6 = 0. 

上式两边左乘6'，得 

SAAS = 0, 

屮 （>\6)'Atf=0. (1) 

设 ，<：2,…， c,>, 

由于 A 是实数域上的矩阵，因此都是实数。由（1>式得 

d + d + …+ cf = 0 

由此推出，0=(： 2 =^..=^ = 0。从而^=0。即6是 AX = 0 的一个解❶因此 （ A'A)X = 0 
与 AX = 0 同解。于是 

rank(A’A) = rank(A). 

由这个结论立即得出 

rank(AA’） = rank[(A’)’(A’)] = rank(A’） = rank(A). 

证法二设 rank(A> = r ，则 r<min{s，n} 。据命题 1，AA' 的任一 r 级主子式为 




A (i …:，… 

'功 ， P 2 , …，认’ » 1 2 * 



S 

l < v 1 <* z <-< v r < 


W 


*1 * *2 * • 
Vi 9 Vz 



由于 A 有一个 r 阶子式不为0,因此 AA ' 有一个 r 阶主子式不为0。从而 rank ( AA ')> r 。 
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又由于 

rank ( AA ’） < rank ( A ) = r 

因此 

rank ( AA ， ) = r = rank ( A ). 

从而 

rank ( A ' A ) = rank [( A ') ( A ’ : 


: rank ( A ’ ） = ra nk ( A ) • 

例 4 一个矩阵称为行（列）满秩矩阵，如果它的行 （列〉 向最组是线性无关的。 证明： 
如果一个 sXn 矩阵 A 的秩为》•，那么存在 sXr 的列满秩矩阵 B 和 rXn 行满秩矩阵 C ， 使 
得 A = BC 。 

证明设 A 的行向置组的一个极大线性无关组为 

r _, ，匕，…， tv 


则 


A = 


*11^, +k l2 ri, + — + *i,ri, 
^ir., + hir., +••• + k 2 r r lr 


走 li 

是 12 

… k\ r 

是 21 


… k Zr 


k t2 

…走， 


力, 


' r . 


+ k a y ., + … + 

分别记等号右端的第 一 、二个矩阵为 B 、 C , 则 A = BC •显然 C 是 rX ” 行满秩矩阵。由于 
rank ( A ) = rank ( BC ) ^ rank ( B ) • 

因此 rank ( B )> r , 又由于 B 只有 r 列，因此 rank ( B ) = r . 于是为 s X r 列满秩矩阵。 

例 S 证明：如果数域 K 上的”级矩阵 A 满足 

AA ' = I , I A I =— 1 . 


那么 | I + A |=0- 

证明 \ I + A \ = \ AA '+ AI \ = \ A ( A ' + I )\ 

= | A || A , + /|=(-1)|( A , + /) , |=(-1) IA +/|, 

由此得出， U + Al =0. 

例6设 

j » = xi + — * = 0，1，2…， 

设 A = ( h ), x _ ，其中 

itj = 1，2, 

证明： 

I a i= n/n )、 

分析要证明的等式的右端使人联 iiJi 德蒙行列式，于是采用下述证法。 
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证明 


I A | = 


xr* XT 1 


xr 1 xr 1 


xr ' 




尤 i 

Xz 


• T 2 




xT 1 

xr 1 

xr ! 

xr 1 

xr 1 

xr 1 


=n n 

=IT (X, -Xy)*. 

例 7 设 A 是复数域上 n 级循环矩阵，它的第一行为 ( ai , fl 2 ，…，〜），求 | A |, 
解法一 令 u «= j •，设 

/(x) == <2i -f a?x-fa 3 x 2 + — -f a^r" -1 . • 

任给 i6 <0*1 *••• *w — 1} * 




a 2 

a s 

… a m 

A | = 

a” 


a 2 

… a^i 


02 

aa 

a A 

… a\ 


① + ② • 

①十③ • («/)* 


① + ® • ( w 1 


a x +a 2 u/ +a“《/)*4 - 

a , + + a 2 ( u ;') 2 + … + fld ( ti / )*" 1 

a 2 4 - a 3 t«;' + a 4 (u/ ) 2 + … + a! (uO w_1 


fl2 … a 两 

ai … ^ n -\ 

a 3 … a x 


/(u»0 

a 2 • 

• CL m 

w'fiw') 

a\ - 


w^ l) f(xv 

)a 3 • 

•• a 里 
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1 

a? 

… a m 

— JXvj 、 

u/ 


… 




… a] 


因此有因子 /(uO,;=0，l, …， n-1。 由于 |A| 中 a, 的幂指数至多是; 2 ,且的系数为 
1 ，因此 


I A |= IX /(«/). 

— 0 

解法二令 设 /( x)=aj + a 2 jr + a 3 ar 2 + …•令 



1 1 

1 1 


1 XV 

it； 2 … "U^~ l 

B = 

1 w z 

W A … u^ n 


1 



则 


I AB | 


a\ 

a 2 

a 3 

… <2„ 

dn 

a! 


… a r 

a 2 

a 3 

a* 

… a\ 


w w 


uT 1 


/( l ) /( u 0 

/(l) wf(w) 


yw ) 


1/(1) xiT l f(w) -uf^ v 
=/( D / CwW ) … 


yw ) 


w ^ nur 1 ) 

f(ur l 




= IXI B |. 

i-0 

又由于 = 

ir-l 

I a 1 = n/( wi 〉. 
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例8在数域 K 中，设 


= * 1 <) < 2”. 


令 


A = 



… u m 

«3 

… u ^\ 

M-fl 

… U 2w - 


证明： 对任意■，线性方程组 AX = 卢有惟一解的充分必要条件是〜，〜，•••，〜两两不 
等，且 a !，< i 2 ," Wi ， c 2 , …， c , 全不为0。 

证明 




Cl 

Ci 

Cia, 

cta 2 

exaT 1 

CiaT 

Cl 

c t 

C\Oi 

cza z 

',^r l 

czar 1 


c m 

c m a m 


c m a ； 


d \ fli 
di a\ 

an al 
fli a\ 
a 2 a\ 

a m al 


a 

a 

a 

a 


ci c 2 — c n a x a 2 — 


J[c, • a t • JJ (a, — a,) 2 

•=i 


1 1 

Al Cll. 

… 1 

… o m 


1 a t 

1 a 2 

… ar 1 

… ar 1 

ar l ar' 

… ar 1 


1 a. 

… ar 1 


•SSCI ". 




.§ .SI ■. 




U2u3i % 

MlM2i 3_ 


A 
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于是线性方程组 AX = P 有惟一解的充分必要条 件是： 〜，々，•••，〜两两不等，且 Cl , c 2 
…，心，〜 ， a 2 ，…， a 全不为 0 。 

例 9 证明 Cauchy 恒 等式：当；! >2时，有 

■ W n m 

d] a ' c .)(Z) 6 ^*) - (2 a ' rf ')(2*' c ') = 2 ( -a,bk-a k b,)(.c,d k -c i d j ). 

•■1 * ■丨 «-l 

证明 


左端 = 


i—i i—i 






C \ 

山 

a 7 

…叶 

cz 

dz 

bt 


c m 

d . 


a *l l c > 

di 

1 


b , b k 


d k 


= 2 <^ 6 * —akb^Ujdk —Ckdj) 

= 右端 • 

例 10 证明 Cauchy - Bunyakovsky 不 等式: 对任意实败 a ，， a t ， …， a , ,6丨，& , 
(af + a ! + … + aj )( 6 ? + 鉍 + … +^»( ai6i + 0 * 62 +*••+« A )*» 
等号成立当且仅当 (〜<»:,•••， fl ,> 与汍 A ,•••，&,> 线性相关. 

证明由例9的 Canchy 恒等式，得 


•， b ,, 有 


等号成立当且仅当 
即 


()(2^ )~ (2 a ' A ') ? 

•••I <-i »，i 

= 2 ( a > 6 * — a k b f ) 2 ^ 0 . 

a , b k — a k bj = 0 ， l ^ j <i k ^ rt . 


rank 


卜 1 

Ct2 

… dm 

k 

bz 

… 办 "J 
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也就是 ( ai ， fl 2 ，… ， a ,) 与 （ h ， bz ， … ，6，） 线性相关。 

例11设 A 、 B 都是;2级矩阵，证 明： AB 与 BA 的 r 阶的所有主子式之和相等，其中 

证明当时， 



r 


*1 ，“， ••’ 



Vi *V2 * B，- 9V r 

AB 1 

ii “2 ，•••，“) 

=S A 

1^1.1^ *• 

* * *r 

••，TV 

B 

<1 “2 ，•••“、 

BA 

V\ ， Vt ，… ， v r 

=E B 

V\ fV 2 t^ 

• m i 

A 

1*1 “ 2 ，••• “r 


[Vi ， v 2 ， … *tv 


,1 » *2 ， •• 

» *r 


V t ， V 2 ，…，扒 


于是 


« | “2， 
*1 *«2， 




= 2 
= E 

Kv l <-<* r <«i 


例 12 用 Binet - Cauchy 公式计算下述”阶行列式： 


S A 

>1 “”. 


Vi 1 

>V2 * 


V\ 

， V2 

E « 

i x 

“2 ， 




V\ *V2 *••• ♦ 

队 ’ 


y x ,v 2 ,^t 

Vr. 



fir | »*** 

•fVr) ). 



fir 

A 


Vl * 切 ， • 

•，XV 


a\ ~ b\ 


一 b 2 

… a\ 

一 6 _ 

az ~ b\ 

a 2 

_b 2 

… Qz 

-b m 

a m ~ 6 , 

a„ 

— 62 

… dm 

-b m 


解 


原式 = 


当 ”>2时，上式右端的乘积矩阵的行列式的值等于 
当71 = 2时， 



a\ 一 1 

1 


a 2 — 1 

； 

11-11 


. 


6 2 … 6” j 


a. — 1 
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hi::u = 


= ( a 2 — a ,)( fe 2 —b,). 

当 n = l 时，原式 = a ,—6,. 

例13设 A 是一个 nXm 矩阵，防>”一1。求 AA ' 的（1,1>元的代数余子式。 

解九 4' 是”级矩阵, AA ' 的 （1,1) 元的余子式是 AA ' 的一个”一 1阶子式。由于 ”一1 
，因此 

AA , \ 2,3， "' ，n }^ 2 | A ，卜 ’ W 

|_2,3, …， nj i<«! <•••<«—<« |,t>i ,Vi，— ,v^, J l2, 3, …, n 

= S | A 2 ’ 3 ，.，”jf 

1 ^ 1 ), ,Vi ,— , 1 ；^, J J 

又由于（一 1) 1+| =1， 因此 AA ' 的 （1,1) 元的代数余子式等于 A 的第一行元素的余子式的平 
方和。 

例14设 A 是一个” Xw 矩阵 ， m>n — 1,并且 A 的每一列元素的和都为0。 证明： 
AA ' 的所有元隶的代数余子式都相等。 

证明元的代数余子式为 


(- D^'AA' 


l,-,i-l,i+ 1 
.1 »•••.；' — l .> + 1 


=(-1 严 2 A ， 

(.Vi 

=(- 1 >〜 2 ^ f 1 ' 


»i — 1 * * + 1 * 


. ， i 一 1 ， i + 1 ， 


•••*«] . ，v” …, Vw 

J ll , … "•- l，j + l ，_ 
… 叫 • — 1, j + 1 ， • 
J ，v 2 , …， Vd 


• /l t —,i — l,i-f — 

A Lv •〜 )= 
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= (- 1 )(- 1 )" 


= WA ( 2 , 3 , …，”）. 

' V | , T；2 *— . V«-1 ' 


因此 AA ' 的 （ i ，）） 元的代数余子式为 


(-1〉… 2 (-1 广 1 A ( 2 ’ 3 ’ …’”）(-1严八( 2 ’ 3 ’ •••’”） 

\v, ， v 2 ， ... ， v r 、l \Vi,V 2 , — yV^ll 

E [^( 2,3 "" ，n )J- 


'X/l jV Z ,— ,V rl ' -I 

据例 13 的结果，上式右端等于 AA ' 的 （1,1) 元的代数余子式.这证明了 的所有元索的 
代数余子式都相等。 

例 1 S 求数域 K 上其平方等于零矩阵的所有2级矩阵 • 

解 设2级矩阵 A 满足 A 2 =0. 由于 | A *| = | A |\ 因此 | A |=0。 从而 rank ( A >< l 。 
若 rank ( A )=0, 则 A = 下面设 rank ( A > = 1 • 于是 A 的行向墩组线性 相关。 因此 
ia b \ ika kb\ 

\ka kb I \a b I 

其中 a 、 b 不全为 Ode / C 。 

若 A 为前者，则 
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Al = ^^j(a + kb~)(.a,b) — (a + kb) A. 


由于 A 2 =0， A 关 0, 因此 a + W =0, 由此推出 a = -kb. 

若 A 为后者，则类似地可推出 fca +6=0. 从而6=_&„ 

综上所述，数域 K 上其平方等于零矩阵的2级矩阵 A 必形如 


A = 


-kb b \ 
-k 2 b kb) 


ika — k z a\ 

或 A= (a -ka)' keK - 


例 16 设 A 是数域 K 上的 2 级矩阵 W 是大于 2 的整数。证明 ： 4=0当且仅 


当 A 2 =0. 

证明充分性是显 然的。 

必要性 • 设 A ，=0, 则 | A |=0. 从而 ra nk ( A )< l . 若 rank ( A )=0 •则 A = 0. 显然有 
A 2 =0. 下面设 ra nk ( A ) = l 。 于是 

a= (1 :6) = D( a ，_ A= (t T) = (;)(“)， 


其中 a 、6 不全为 o jeff ， 

若 A 为前者，则 A 2 = (a + 姑) A 。 从而 

A 3 = A 2 • A = (a + kb)A 1 = (a + kb) z A, —, 
A 1 = (.a + kb^'A. 

由于 W = 0» A ^ O , 由上式推出 a + W =0. 从而 

A 2 = (a + W>)A "• 0. 

若 A 为后者，同理可得 . A z =0. 


习题 4.3 

1. 证明： 设 A 是 n 级矩阵，则 MA ' 丨 = | A |\ 

2. 证明： 设 A 是 n 级矩阵，如果 AA ' = / ，那么 IA 卜 1 或 | A|=_U 

3. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，证 明： 如果 n 是奇数，且 A 满足 

AA ( = I , I A |= 1, 


那么， |/- A |=0. 

4. 证明： 对于实数域上的任一 sXn 矩阵 A , 都有 

rank ( A 4’ A > = rank ( A ). 

5. 设 A 是复数域上的矩阵.如果 A ' = A , 那么称 A 为 Hermite 矩阵。证 明：对 于任意 
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复矩阵 B (即复数域上的矩阵），都有 BB ', B'B & Hermite 矩阵。 

6. 证明： 对于任意复矩阵 A， 有 

rank(AA’） = rank(A’A> = rank(A). 

7. 举例 说明： 对于复矩阵 A，rank(A'/\) 关 rank(A), 

8. 设 A 是实数域上的矩阵， 证明： AA' 的所有主子式的值都是非负实数。 

9. 证明拉格朗日 （Lagrange) 恒 等式： 当 n 彡2时，有 


(S a . A .) 2 

i-1 i — ■患 •-! 

= 2 ( a >6* — a k bi ) 2 

»<><*<■ 

10 .用 Binet-Cauchy 公式计算下述 n 阶行列式： 

1+A：yi 1 -f-x,y 2 …1 

1+1 2 % l+AM …1 + 工 *% 
••• ••• ««« ••• 

1 -f-C.^l 1 十 … 1+XOU 


11. 计算下述 n+1 级矩阵 A 的行列式： 

( a 0 + b 0 )" ( a 0 + b \ )" 
(a, -\-boV (〜十匕广 

A = 

(A 十 60 广 （ i+h)" 


(flo+6.) - 

(ai + b m r 
(a.+ 6 .)" 


12. 计算下述 /I 级矩阵 A 的行列式： 

(COS (沒 1 — 炉 | ) COS(ft — < pz ) 
,COS ( 艮 — < p \) COS(^2 - <pz ) 

Ai == 


•• cos(ft — 炉,） 
•• COS ( 沒 2 — 9 ^) 


COS(ft» — <P\) cos(d m — (pi') 


COSiOn — <p n ) 


13. 设实数域上的”级矩阵 A = (B,C>, 其中 B 是” Xm 矩阵， 证明： 

I A I* <| B'B I I C^C |. 

14. 设 A、B 分別是数域 K 上 sXn 、 nX 7 n 矩阵，证明： rank(AB) = rf»nk(B) 当且仅当 


齐次线性方程组 (AB)X=0 的每一个解都是 BX=0 的一个解， 

15. 设 A、B 分别是数域 K 上 sXn,nXm 矩阵. 证明： 如果 rank( AB) = rank<B> ，那 
么，对于数域 K 上任意 mXr 矩阵 C, 都有 


rank(ABC) = rank(BC). 

16. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，证 明： 如果存在正整数爪，使得 rank<A"> = r ank(A"”）， 
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那么对一切正整数々，有 

rank ( A -) = rank ( A —*), 

4.4 可逆矩阵 

4.4.1 内容精华 

从求解矩阵方程 AX = C 很自然地引出可逆矩阵的 概念： 

定义1对于数域 K 上的矩阵 A ， 如果存在数域 K 上的矩阵使得 

AD = DA = I , (1) 

那么称 A 是可逆矩阵（或非奇异矩阵） • 

从 （1) 式者出， A 与 B 可交换，因此可逆矩阵一定是方阵。适合（1>式的矩阵 B 也是 
方阵。 

容易证明，如果 A 是可逆矩阵，那么适合 （1) 式的矩阵 B 是惟一的。 

定义2如果 A 是可逆矩阵，那么适合（1>式的矩阵 B 称为 A 的逆矩阵，记作 A —。 
如果 A 是可逆矩阵.那么 

AA -' = A-'A = /. (2) 

从而 A — 1 也是可逆矩阵•并且 

( A * 1 )-' = A . <3) 

从 (2) 式立即得到， n 级矩阵 A 可逆的必要条件是 

I A I 关 0. 

这是不是充分条件？回答是肖定的，为此需要找一个矩阵 B 满足 （1) 式。根据本书 2.4 节 
中行列式按一行(列）展开的定理1〜定理4,有 

- _ II A |, 当—*， 

荃…〜 - | 0 , 当:关 
心 || A |, 当）=/， 

h a " ~ 10. S 7 


于是 
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令 


a n 

diz 

… a u 


An A 2 \ 

― A nl 

a 21 

a 2 2 

… a 2m 


A 12 A 2 2 

… Ac 

a.i 


… a„ 


^ln ^2m 

… A nn 


1 A | 

0 • 

• 0 


= 

0 

1 A | • 

• 0 

=1 A | /. 


. 0 

0 • 

• 1 A | 



A „ A 2 , … A „, 
A\z An … A„2 

A = 

■•參 攀_參 ■參 ■ 

A ,. A 2 ,… A mm 


称 A •为 A 的伴随矩阵 < 
(4) 式可写成 

类似地可得出 


AA • = M | 7. 


A'A=\A\I. 

定理1数域 K •上 n 级矩阵 A 可逆的充分必要条件是 |A| 关 o. 当 A 可逆时， 


(4) 


(5) 

( 6 ) 


(7) 

由此得出 ，|A1 关0。 


因此 A 可逆，并且 A 
设 

A = 

则 A 可逆当且仅当 lAlsad — k 关0。当 A 可逆时, 



A -' = 


I A | 


A 1 . 


证明必要性。设 A 可逆，则 A / T 1 :/。 从而 lAil / rys ] 
充分性。设 IAI 关0,则由（5>、(6)式得 


( rxr A ) A ' = A ' ( rxr A ) = 
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d 6 

ad — be ad — be 
c a 

ad — be ad — be 

由定理 1 还可以推导出 n 级矩阵 A 可逆的其他一些充分必要 条件： 

数域尺上”级矩阵 A 可逆 
bA 为满秩矩阵 f 
« A 的行 （列）向霣组 线性无关； 

㈡ A 的行（列）向 S 组为的一个基； 

㈡ A 的行 (列） 空间等于 

命题1设 A 与 B 都是数域 K 上的 n 级矩阵，如果 

AB = 7, 

那么 A 与 B 都是可逆矩阵，并且 

证明因为所以 IAB | = m . 从而 | A || B |=1. 因此 | A | 尹 0,| B | 尹 ()• 于是 
A . B 都可逆 . 

在 AiJ =/ 的两边左乘 A — 1 , 得 

A-'AB = A ~' I . 

由此得出 ， B = Ad . 从而 

命题1既给出了判断一个方阵是否可逆的一种方法，同时又可以立即写出可逆矩阵的 
逆矩阵.例如，由于 

P («, j ) P ( i,p = I , 
p («(-^)) P («( c )) = I , c ^ O . 

因此初等矩阵都可逆，并且 

FO , *(«-') = PO ，«(-*)), 

P (. i , jr l = p ( i ， j ), 

P («( c ))-' = c ^ O . 

这些表明初等矩阵的逆矩阵是与它同型的初等矩阵。 

容易证明，可逆矩阵有如下一些 性质： 

性质丨单位矩阵 f 可逆，且广 |= =1。 

性质2如果 A 可逆，那么 A — 1 也可逆，且 


-■=^(4 "：) 
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性质 3 如果 n 级矩阵 A 、 B 都可逆，那么 AB 也可逆，并且 ( AB 厂 1 = B M A _I 。 

性质3可以推 广为： 如果 n 级矩阵 

Ai ， A 2 ，…， A , 

都可逆，那么允恚…夂也可逆，并且有 

( AK ” 

= A ： '—AF'Ar'. 

性质 4 如果 A 可逆，那么 A ' 也可逆，并且 
CA ' r ' = (A 

性质 5 可逆矩阵经过初等行变换化成的简化行阶梯形矩阵一定是单位矩阵。 

证明设 n 级可逆矩阵 A 经过初等行变换化成的简化行阶梯形矩阵是*/.则 J 的非 
零行个数等于 raiik ( A ) = n 。 于是* /有 n 个主元 • 由于它们位于不同的列，因此它们分列 
位于第1,2,…，《列，即 

1 0 … 0 

0 1 … 0 

••• ••• 聲《« ••• 

0 0 — 1 

性质6矩阵 A 可逆的充分必要条件是它可以表示成一些初等于矩阵的 乘积。 

证明必要性。设 A 可逆，则由性质6得，存在初等矩阵 P ,, P 2 , …， P ,， 使得 
iV“P 2 P,A = / 

由命题1得 

a = ( p .- p . p ,)-' - Pr ' Pr '- Pr '. 

由于初等矩阵的逆矩阵仍是初等矩阵，因此必要性 得证。 

充分性。设 A 5 J 以表示成一些初等矩阵的乘枳，由于初等矩阵都可逆，因此它们的乘 
积 A 也可逆„ 

性质7用一个可逆矩阵左(右）乘一个矩阵 A , 不改变 A 的秩。 

证明设 P 为可逆矩阵。据性质6,存在初等矩阵 P ,，/^， …， P _， 使得户二朽朽… 
P „ o 从而 

PA = P . Pr . i ^ A . 

即 PA 相当于对 A 作一系列的初等行 变换。 由于初等行变换不改变矩阵的秩，因 
此 rank ( PA ) = rank ( A ). 

设 Q 是可逆矩阵。则 Q ' 也是可逆矩阵。据刚才所证明的结论，得 
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rank ( AQ ) = rank (( AQ )') = rank ( Q ’ A ') = rank ( A ’） = rank ( A ). 
设 A 是 n 级可逆矩阵，则存在初等矩阵 P ,， P 2 ，…， P ,， 使得 
P, … PAA = J . 

据命题 1 得 

/V-i 3 2 /V = i4_ , . 

比较 （8) 式和（9> 式得出， 

初等行变换 T 


( 8 ) 

(9) 


A 

上述初等行变換 


A 1 . 


于是 




( 10 ) 


这给出了求可逆矩阵 A 的逆矩阵的又一种方法，称它为初等变换法。 

设矩阵 A 可逆，解矩阵方程為久=£时，可在两边左乘 A — 1 ， 得 A-'AX = A ' B a 由此 
得出， XsAHB , 

设矩阵 A 可逆，解矩阵方程 XA =- C 时，可在两边右乘 A -1 , 得 XAA~'=CA \由此得 
出 ， X = CA ' 

在 4. 5节将给出求可逆矩阵的逆矩阵的其他方法，以及解矩阵方程的其他方法。 


4.4.2 典型例题 

例1 证明： 如果矩阵 A 可逆，那么也可逆；并且求 （ AT 1 。 

证明因为 =| AU , 所以如果 A 可逆，那么有 

(m A ) A * = I - 

从而 A •可逆，并且 

(A，) 1 = ttt a - 

例2 证明： 如果 A 是幕零矩阵，它的幕零指数为 z , 那么 I - A 可逆；并且求 ( J — Ar 1 • 
证明由于4=0,因此 

(I-A)(/ + A + A 2 + -+Y l > = I-A 1 = I. 

从而 /— A 可逆，并且 

(/- A ) -1 = / + A + A 2 + … +A 卜 

例3证 明：如 果数域 K 上 n 级矩阵 A 满足 
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6 m A" + A， 1 + …+ 匕 A + 6 0 7 = 0， 

其中 6,e/C,i=0,l,...,m，_a 6。关0,那么 A 可逆; 并且求 A ~ x . 

证明由已知条件得 

一 &A 两一一…一卜= J . 

Oq Oq Oq 

因此 

(士一々 A 〜.-| ■屮 = f . 

从而 A 可逆，并且 

A -' =- - 

Oq Oq Oq 

例 4 证明： 可逆的对称矩阵的逆矩阵仍是对称矩阵。 

证明设 n 级矩阵 A 是可逆的对称矩阵，则 

(A*)' = (A'〉* 1 = A' 1 . 

因此 A- 1 是对称矩阵。 

例5证明 ：数域 / C 上可逆的上三角矩阵的逆矩阵仍是上三角矩阵。 

证明设 A = (a v ) 是数域 K 上；I级可逆上三角矩阵，则 
an 尹0， f = 1，2，-“ ，n. 

于是通过第；行乘以…， n)， 以及第 t 行的适当倍数分别加到第1一1,:‘一2,"，， 
1行上 U = — 1，…， 2,1), 可以把 A 化成简化行阶梯形矩阵 J。 因此存在相应的初等矩 

/V.UA = J. 

从而 Ads/V-Pz/V 

由于 P , 形如,/<*•，因此 p,.p,.-.p« 都是上三角矩阵，从而它们 
的乘积 A— 1 也是上三角矩阵。 

例6求 / T 1 , 设 
( 1 ) [2 1 -2 

A = 1 2 2 ； 

12 -2 1 

(3) 2 3 4 


21 - 1-7 


( 2 ) 


( 4 ) 


A = 


A = 


14-3 
0 1 2 

0 0 1 

10 0 0 



高等代数学习指导书（上 册） 






4 章矩阵的运算 


• 201 • 





• 202 • 


高等代数学习指导书 （上册） 


1 

4 

-3 

2 

1 

0 

0 

0 

1 

4 

-3 

0 

1 

0 

0 

— 2 

0 

1 

2 

_3 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

2 

0 

0 

1 

0 

3 

0 

0 

1 

2 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

— 2 

.0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 


1 

4 0 

0 

1 

0 

3 

一8 


1 

0 

0 

0 

1 

-4 

11 

— 36 

0 

1 0 

0 

0 

1 

-2 

7 


0 

1 

0 

0 

0 

1 

-2 

7 

0 

0 1 

0 

0 

0 

1 

-2 


0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

-2 

0 

0 0 

1 

0 

0 

0 

iJ 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 


1 一 4 11 -36 

0 1-2 7 

A~ l = • 

0 0 1-2 

0 0 0 1 

点评： 

在求逆矩阵的题目中，求出了 A — 1 后,应当把 A 与所求得的 A — 1 相乘，看它们的乘积是 
否等于/。这步验算工作可以避免计算错误。 

例7求下述 n 级矩阵 A 的逆矩阵 

0 1 1 …1 

10 1 — 1 

A = 1 1 0 …1 . 


分析 A 的每一列元索的和都等于;1 一 1,因此首先把第2,3,… ， n 行都加到第1行上， 


然后用; ^乘第 1 行。 


0 10 
0 0 1 


0 0 0 0 











例 8 求 下述” 级矩阵 A 的逆矩阵 ( n >2>: 
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解 观察矩阵 A 的 特点： A 的第1列和第《列的元索之和为1,其余列的元素之和为 


0。因此可以把 A 的第2,3,… ， n 行都加到第1行上，使得第1行变成（1,0，"*，0,1>。为了 
探索 A — 等于什么，对 n = 4 的情形求 A _1 : 
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由于 A 是对称矩阵，因此 A- 1 也是对称矩阵。从 h 述 n = 4 的情形。猜想的主对 
角线及其上方的元素有如下 规律： 分母都是 n+l，G，_;') 元的分子是 i(n— ) + 1)，其中 i_<>。 
即 猜想： 



1 • « 1*(” 一 1) 

1 • (” 一2) … 1 • 3 

1 • 2 

1.1 


1 • ( n -1) 2- ( n -1) 

2.0 I -2) … 2-3 

2*2 

2-1 

A ' = ^h 

1 • (« —2) 2 • (w — 2) 

3*( n -2) — 3*3 

3*2 

3*1 


1.2 2*2 

3.2 … （71 — 2) .2 

( n -1) - 2 

(71 — 1) • 1 


1 • 1 2*1 

3.1 ... ( n -2) - 1 

(«-!)•! 

n • 1 

现在证明上述 猜想： 任取:’€<1,2," 

, n > ，当 _?_>«_ 时，有 




AA , (ii;)=A<«i«-l)A- , («-lu)+A(i,«)A- , <«,p+A(fit+l)A- , («+l ， i) 

= ^[(-l)(i-l)(n-j + l)+2«(»»-> + l) + (-l)(i+l)(n-> + l)] 

= -^r(” 一 j + l>(-i+l + 2f-i-l)=0. 

n 十 1 

AA *'(«,«) = A ( i ；«- l )> V ' , («- l «*)+ A (.-, i)A '(.. O + ACn .+ DA -' a + l ,.) 

= ^^[( —l)(i—l)(n —i+l) + 2i(n—i+1) + ( —l)«(n — ( i+1) + 1)] 

= ^pj[(n —i +1 )(—1 + 1 + 20 —i(n — «)]=l. 

当 k < i 时，有 

AA- l (.i i k)=A(.i t i-l)A-'(.i-l ； k) + Aiiti-)A-'U ； k)+Aati+\)A-'(.i+l;k) 

= 土 [(- 以 (” -(i-l) + l) + 2*(”-i+l) + (-m(”-(i + D + l)] 

= —Mn—i+2) + 2K;i—i+1 —i)] = 0. 

因此 AA - 1 -/。 从而上述关于 A — 1 的猜想正确。 

点评： 

例 8 求 A - 1 的过程生动地体现了数学的思维方式的全 过程： 观察一抽象一探 
索一猜测——论证。由此体会到数学的思维方式使人变得聪明，知道如何去探索未知事 
物的 规律； 又体会到数学的思维方式使人变得严谨，知道任何猜测都必须经过论证才能分 
清它是真是假。按照数学的思维方式去学习数学，既能学好数学，又能提髙素质。 

例9求下述 n 级矩阵 A 的逆矩阵》 
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1 

b 

b 2 … 




1 

1 

b … 

b ^ 2 


A = 

… 

… 

. 

… 

• 


0 

0 

0 … 

b 



. 0 

0 

0 … 

1 . 



解令 



据本章 4. 1节的典型例题的例8的结论，得 

A = f + 6 2 H 1 + …+ H r, , 


于是 

从而 


H' = 0 . 

A ( I - bH ) = 7-6- H ' = [. 


A " 1 = I — bH = 


1 

一 b 

0 … 

0 

0 

0 

1 

一 b … 

0 

0 

0 

0 

0 … 

1 

—b 

0 

0 

0 … 

0 

1 


点评 

例9的上述解法由于搞清楚了矩阵 A 的结构，并且利用了本章 4. 1节例8的结论，以 
及本节的命题1,因此求 A — 1 变得很 容易。 这比用初等变换法求 简单。 

例10设分别是数域 K 上 n Xw、mXn 矩阵 • 证明： 如果 J •一可逆，那么 
一 BA 也可逆；并且求（乙 一 BAr 1 . 

证明根据本节命题1,设法找 m 级矩阵 X ，使得 
(/„- BA )(/, + X ) = 

由上式，得 


即 


- BA + X-BAX = 0, 
X - BAX ^ BA . 









令 其中 y 是待定的 n 级矩阵 • 

代入上式，得 

BYA - BABYA = BA , 

即 B(.Y-ABY)A = BA 

如果能找到 y 使得 y — ■，那么上式成立.由于 厶 等价于 a - AB ) y = 
而已知条件中可逆，因此 y =( J , —— 、由此受到启发，有 
(/ _ - BA )[/_ + B ( J .- AB )-' A ] 

= I m +BU.-ABr l A-BA-BAB(,I.-AB)-'A 
= I m ~ BA+BIU.-AB)-' - AB (/.- AB)-']A 
=/.- BA + B [(/.- AB )(/.- ABT'IA 
= I m -BA + BIJ>i 
=lm. 

因此 — BA 可逆，并且 

</. - BA )"' = I m + B(.I,~ABr'A. 

点评： 

利用本节命题 1 可以既证明一个矩阵可逆.又同时求出它的逆矩阵。我们称它为“凑 
矩阵”的方法。在例10中如何凑出（〖■•一 AB ) 的逆矩阵,需要仔细观察，我们详细写出了凑 
矩阵的过程。读者坷以从中受到启发：如何去发现未知的 亊物。 这是培养创新能力必须 
经过的 训练。 

例 11方阵 A 如果满足 A ! = /, 那么称 A 是对合 矩阵。 证明： 

(1) 如果 A 、 B 都是 n 级对合矩阵，且14| + |8|=0，那么八+ 1 6、1 +八《都不可逆； 

(2) 如果 B 是对合矩阵，且 = 那么 f + B 不可逆。 

证明 （1) 由于 A : = 7, 因此 IA 2 | = | 门， 从而 IA | 2 = 1, 由此得出， | A |=±1。 由已 
知条件，不妨设 | A |=1，| B | = -1. 由于 

| A || A + B | = | A(.A + B ) I = I A 2 + AB I = I / + AB I , 

|A + B || B | = |(A + B ) B | = |AB + B 2 | = |AB + J |, 

因此 |A + B | = | A || A + B | = |A + B || B | = -| A + B |. 

从而 | A + B |=0. 

于是 | I + AB | = |A + B |=0. 

所以都不可逆。 

(2) 取 A = I 。 则 | A | + | B 1=0„ 由第 （1) 小题的结论立即得出， J + B 不可逆。 
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点评： 

从例11看到，显然都可逆，但是 A + B 不可逆。因此 n 级可逆矩阵组成的集合对 
于矩阵的加法不 封闭。 

例12 证明： 如果 n 级可逆矩阵 A 的每一行元素的和都等于 a ，那么^关。，且 A — 1 的 
每一行元素的和都等于^一 1 。 

证明用 U 表示元素全为1的/»维列向敏，则 

Al . = al . 

两边左乘 A N 得 

1 . = aA-'l.. 

由此得出， a 关0,且 

因此 A - 1 的每一行的元素的和都等于 a \ 

例13设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，证 明： 对任意正整数 I 有 

rank ( A -*> = rank ( A '). 

证明如果 A 可逆，那么•都可逆。从而 rank ( A_ + *)=n = ra nk ( A ->. 

下面设 A 不可逆，同 rank ( A )<» i 。 由于 

rank ( A ) ^ rank ( A ! ) > …> rank ( A ") ^ rankCA "* 1 ) , 

并且小于 n 的自然数只有 n 个，因此上述； I 个号中至少有一个取“=”号。即存在正整 
数，使得 

rank ( A ") = rank ( A ""). 

据习题 4. 3第16题的结论得，对一切正整数 K 有 

rank ( A ") = rank ( A —*>. 

由于 m < n ， 因此有 

rank ( A ') = rankM —*). 

例 14 证明： 任何方阵都可以表示成一些下三角矩阵与上三角矩阵的乘积 • 

证明任一 n 级矩阵 A 都可以经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵 G . 据阶梯形 
矩阵的定义知道， G 是上三角矩阵。据本章 4. 2节的典型例题的例8的结论，矩阵的2°型 
初等行变换可以通过1°型与3°型初等行变换实现。因此 

A = P , … P Z P , G . 

其中 P , ，& ，…， P , 是型或3°型的初等矩阵，它们都是上三角矩阵或下三角 矩阵。 

例15解下列矩阵 方程： 
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(1) 

1 

0 

-1 


2 一 3 1 


0 

4 

2 

X = 

1 1 0 


.1 

-1 

0. 


2 1 1 
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J + H + H Z + - + H^ 

1 1 

1 … 1 

0 1 

1 … 1 

0 0 

0 … 1 



2-3 1 

1 

0 -1 

X = 

1 1 0 

0 

4 2 


2 1 1 

2 —3 1 

1 

—1 0 

2 14 

=1 

1 1 0 

2 1 1 

1 . 

6 

2 1 一 

一 4 1 4 


m 16 解下述矩阵 方程: 


解此矩阵方程珂以写成 

( / 4- H + H 2 + ••• + 1 ) X = ( / + 2H + 3H 2 + - + ) , 


其中 


0 

1 

0 … 

0 

0 

0 

1 … 

0 

0 

0 

0 … 

1 

0 

0 

0 … 

0 


H = 


由于 

(J-HK/+H+H 2 + —+ H*- 1 ) = I - H- = 
因此在上述矩阵方程两边左乘 （/— H ), 得 

X = (/-HK7 + 2H + 3H 2 + — + nH^') 


113 513 
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习题 4. 4 

1. »级数童矩阵 H 何时可逆？当 H 可逆时，求 ( W )— 1 。 

2. 判断下列矩阵是否 可逆； 若可逆，求它的递 矩阵： 

(1) /I 0\ (2) /I 1\ <3) /5 7 、 

lo o )' ( li )' U 11 ) 

3. 证明，如果 A 3 =0, 那么 /—A 可逆； 并且求 

4. 证明，如果数域 K 上的 n 级矩阵 A 满足 

A s -2 A J +3 A - / = 0, 

那么 A 可逆；并且求 

5. 证明，如果数域 K 上 n 级矩阵 A 满足 

2 A 4 -5 A 2 +4 A + 2 I = 0, 

那么 A 可逆 | 并且求 / T 1 . 

6. 证明：可逆的斜对称矩阵的逆矩阵仍是斜对称矩阵。 

7. 求下列矩阵的逆 矩阵： 


(1) 

1 0 -1 

(2) 


一2 1 3 

3-1 2 


(3) 

3-2 -51 

(4) 


2-1-3 

一 4 0 1 



8. 解下列矩阵方程: 


(1) 

1 -2 0 


一 1 4 


4 -2 -2 

X = 

2 5 


-3 1 2, 


1 -3 


=(一厂 4 I ; 



(4) /0 1\ 

\1 0 / 
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1 -2 0 


3 一 1 2、 


5 0 -1 

4 —1 一1 

x 

1 0 -1 


1 一 3 0 

-3 1 2 


-2 1 4 


-2 1 3 ‘ 


9. 证明： 可逆的下三角矩阵的逆矩阵仍是下三角矩阵。 

10. 求下列〃级矩阵的逆矩阵 


10 0 0 

(3) 123 

0 1 2 
C = 

0 0 0 

(4) fl+a 1 


11. 设 a 关 0， H 与例9中的 H 相同.求 + 

12. 证明： 如果 n 级可逆矩阵 A 的每一列的元索的和都等于6,那么6 关 0,且的每 
—列的元素的和都等于 f 1 , 

13. 设 n 级矩阵 A , B 满足 

A + B = AB, 

证明 ： I — A,J — B 都可逆，并且 

14. 设 n 级矩阵 A 可逆，且 A— 丨也可逆, ft 关0。 解矩阵方程 

AXA ' 1 = XA-' +kl. 







4.5 矩阵的分块 


4.5.1 内容精华 

由矩阵 A 的若干行、若千列的夂叉位置元索按原来顺序排成的矩阵称为 A 的一个子 

矩阵 • 

把一个矩阵 A 的行分成若干组，列也分成若干组，从而 A 被分成若干个子矩阵，把 A 
看成是由这些子矩阵组成的，这称为矩阵的分块，这种由子矩阵组成的矩阵称为分块矩阵。 

矩阵分块的好 处是： 使得矩阵的结构变得更明显清楚，而且使得矩阵的运箅可以通过 
它们的分块矩阵形式来进行，从而可以使有关矩阵的理论问题和实际问题变得较容易 
解决。 

从矩阵的加法和数 S 乘法的定义立即看出，两个具有相同分法的 sX ” 矩阵相加，只要 
把对应的子矩阵相加> 数丨乘一个分块矩阵，即用 A 去乘每一个子矩阵。 

由于 sXn 矩阵 A 的转置 /V' 是把 A 的第《•行写成第，列得到的矩阵（《 = 1,2, …， ■!), 因 
此如果 A 写成分块矩阵 形式： 


A, 


A 

A, ’ 

A ； 

A ； 


A ： 


由矩阵乘法的定义容易想到分块矩阵相乘需满足下述两个条件： 

(1) 左矩阵的列组数等于右矩阵的行组数； 

(2) 左矩阵的每个列组所含列数等于右矩阵的相应组所含行数。 

满足 t 述两个条件的分块矩阵相乘时按照矩阵乘法法则进行，即设 A =( 心 = 


rt\ 

n 2 

… 71, 

mi 

m z • 

•• m v 

A" 

a 12 

… A lr 

Bn 

B 12 … 

B\ v Hi 

A 2 i 

A22 

… A z , 


B Z 2 … 

B 2v 

a b1 


… 

Ba 

B a … 

n, 
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AnBn 4- AnBu + ― 4- 
A 21 + A 21 B 21 + …+ A 2/ B d 


AnB iv 4 - A 12 B 2v + ••• + A u B n 
A 2i B ]v + A 22 B2i ； + … + A 2i B„ 


[ A u , Bi , -f A u 2 Bh - I - ― -f A ^ B ti … A _, + ••• + H J 

理由如下： 

我们用 C 记 （1) 式右边的分块矩阵。用表示 C 的第 p 个行组与第 9 个列组交叉处 
元素组成的子矩阵 a 显然 C 的行数为 

A + & + …+ 5两 = 5， 

C 的列数为 

mi -f- m 2 4- ― -4- m p = m 9 

因此 C 与 AB 都是 sXm 矩阵。 

现来计算 C 的 （ f ，）) 元•设 

= 5 i + 5 2 + …+ +/，其中 0</< S ，， 

) =叫 + m 2 + …+ + g$ 其中0< 

这表明 A 的第/行属于第/»个行组， B 的第）列《于 B 的第 (？ 个列组。于是 

C ( i ,» = C „(/««) = 

/-I 

= ^iA„B lq (.f i g)'] = s S A x ( /» r)B| « (r »* ) 

/-I /-I r«l 

"I "l "* 

=+ — … + 2 (ng) 


= y^ t Aiiir)B(.rij) + 2 A(“r)B(r") + 

r-l r-*,+l 


2 A(,i,r-)B(.r,j) 

l +-+" r - l +1 


y] A(i ； r)B(r ； j) = AB(ifj). 

因此 AB = C 。 这证明了 A、B 写成分块矩阵形式相乘时，按照公式 （1〉 进行，这与普通矩阵 
的乘法法则类似。但是要 注意： 子矩阵之间的乘法应当是左矩阵的子矩阵在左边，右矩阵 
的子矩阵在右边，不能交换次序。 

分块矩阵的乘法有许多应用，下面举一些 例子。 

命题1设 A 是 sXn 矩阵， B 是 nXm 矩阵, B 的列向量组为/»,，庆，…，/»„。则 
AB = ，/»2 . — = (.Afii ,Afi 2 , — ,Ap m ). 

证明把 A 的所有行作为一组，所有列作为一组；把 B 的所有行作为一组，列分成 m 
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组，每组含1列。则 

AB = A (典 ，ft，U = {Afi t ,Afl 2 ，-, 

推论 1 设 A, x , 关 0,B, X| _ 的列向置组是 /», ，失， 

则 AB=0«/», , ft, •••,/»„ 都是齐次线性方程组 /VX = 0 的解， 

证明 AB = 0 <=> (^ 1 ,-4/» 2 ,-,^_)=0 

㈡ Afh =0,Afi 2 =0, — ,Afi„=0 
<=> fr,ft, …衣 都是 AX — 0的解 

推论 2 设 A , x ，关的列向童组是 …， A ; C , x „ 的列向置组是…， 
5-。则 

AB = C « ft 是线性方程组 AX=f 的一个解 ,）= 1, 2,…， m。 

证明 AB=C ㈡ (.Afi t ,Afi 2 ,— ,Ap m ) = (5, ,S 2 , - ) 

㈡从=5,，_/ = 1，2,…， m 
«=» /»,是 = 的 一 个解 ， j = l,2, — ,m 
根据推论2,可以利用线性方程组来求可逆矩阵的逆矩阵，它的原理和方法如下： 

设 n 级矩阵 A 可逆，则 AAH=J。 设 /T 1 的列向量组是 X,，X 2 , …，X,,由于了的列向 
馕组是 因此 X,是线性方程组 AX=« ，的一个解 • 由于 |A|#0, 因此 AX = e, 
有惟一解，由于对_/ = 1,2，“_,〜方程组>^=*,的系数矩阵都是 A, 因此为了统一解 n 个 
线性方程组 AX=«,,j = l ，2, 先解 AX=/I, 其中/^(匕上，…,*.)'，然后把所得的解 
的公式中的 H"，b. 分别用 1,0,...,0i 0,1,0… ,0 t •••• 0,…，0,1代替，便可求得X，， 


x t ,-,x m . 

类似地.可以利用线性方程组来解矩阵方程 

AX = B, 

其中 •垆 0。 B, 的列向 徵组是 />,,喪， •••,&• 解矩阵方程 AX = B 的原理和方法 如下： 
设； f 的列向童组是据推论 2, X , 是线性方程组的一个解，= 
1,2,由于这爪个线性方程组的系数矩阵都是 A, 因此可以采用下述方法同时解这 
m 个线性方 程组： 


其中 G 是 A 的简化行阶梯形矩阵。从 (G，D ) 可以写出每个线性方程组的一般解 
公式，从而可写出足。于是可写出矩阵方程 AX=B 的解。 

对于矩阵方程 XA = B , 两边取转置得， = 从而可利用上述方法先求出矩阵方 

程 A'X' = B '的解，然后把所求出的解X'取转置即得原矩阵方程 XA=B 的解。 

类似于矩阵的初等行变换，现来介绍分块矩阵的初等行变换： 
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(1) 把一个块行的卒 P 倍 （ P 是矩阵）加到另一个块行上，例如 


A, 

A 2 1 (2) + p •① 

A, 

a 2 1 

.^3 

a 4 

PA, +A 3 

PA 2 +A 4 j 


(2) 互换两个块行的位置； 

(3) 用一个可逆矩阵车乘某一块行（为的是可以把所得到的分块矩阵变回到原来的分 
块矩阵）。 

类似地有分块矩阵的初等列变换： 

(1) 把一个块列的卒 P 倍 ( P •是矩阵>加到另一个块列上，例如 

A, fA, A,P + A Z ^ 

a 3 a, ®+®-p r [A s A,P + A, 

(2) 互换两个块列的位 S : 

(3) 用一个可逆矩阵右乘某一块列* 

为了使分块矩阵 的初% 行 （列〉 变换能通过分块矩阵的乘法来实现，可引出分块初等矩 
阵的概念^ 

把单位矩阵分块得到的矩阵经过一次分块矩阵的初等行 （列 >变换得到的矩阵称为分 
块初等矩阵，例如 

// 0\ ② + P •① /1 0\ 

(0 /) VP // 



用分块初等矩阵左(右）乘—个分块矩阵，观察它与分块初等行(列〉变换的关系： 

/ / 0\ [A, A *| = f A > Al I t 

Ip II [a. A,)~ [PA, +A, PA Z +A« J' 

A, A z | // 0\ [A,+A 2 P A 2 J 
A 3 A,) VP 1/ |a 3 +a.p a 4 j' 

由此看出，用分块初等矩阵年乘—个分块矩阵，就相当于对这个分块矩阵作了—次相应的 
分块矩阵初等行变换；用分 k 初等矩阵夸乘一个分块矩阵，就相当于对它作了一次相应的 
分块矩阵初等 i 变换。 从后者可看出， （1) 型分块矩阵的初等列变换®要用 p 夸乘的原因。 

分块矩阵&初等行（列）变换有直现的优点，用分块初等矩阵左 （右 >乘一个分块矩阵可 
以得到一个等式，把这两者结合起来可以发挥出很大的威力。 

由于分块初等矩阵是可逆矩阵，因此据可逆矩阵的性质和上面一段的结论得，分•块矩 
阵的初等行 （列〉 变换不改变矩阵 的秩。 这个结论在求矩阵的秩时很有用。 



主对角线上的所有子矩阵都是方阵，其余子矩阵全为 0 的分块矩阵称为分块对角矩 
阵，可简记成 

diag(Ai , A 2 , — , A ,) , 

其中成是方阵，《 = 1,2,…, s . 

主对角线上的所有子矩阵都是方阵，而位于主对角线下（上)方的所有子矩阵都为0的 
分块矩阵称为分块上（下）三角矩阵。 

在第2章 2. 6节利用 Laplace 定理证明 了：若 A 、 B 是方阵，则 
A 0 

C B = IAMB| - 
这个结论很容易推 广成： 若 A „, A 22 ，…,次都是方阵，则 
A „ 0 … 0 

Al ' An ■" ° =lA u |M„h..|A.| 

■參* ••• ••• ••• 

A ,, A , 2 ― A . 

利用行列 n 的性质 1 容易得到:若 ，…， A . 都是方阵，则 
An A , 2 ― A ,, 

An Al ' = I A „ || A 2l I ― I A . I 


命题 2 设 A 、 B 分别是 sXn 、 nXs 矩阵.则 


= U .- AB | 


(2) I/. B 




(3) |/,-AB| = |/.-BA|. 

证明 U ) 设法把左端变成分块上三角矩阵的行列式。为此作分块矩阵的初等行 
变换： 

f/, B | o + (-a> . ①, f/. B 

U /. Mo 1,-AB ' 



于是有 





在上式两边取行列式，得 
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1.0 I . B _ I . B 

A I , A /, 0 1 ,-AB 


由此得出 


/. I I /, I 1 


I = I /. I I 1.-AB 


(2) 类似于第 （1) 小题的证法 ，请 读者自己写出 • 

(3) 由第 （1) 、（2)小题即得 

| /,-AB | = | J.-BA I . 

命题2的结论是有用的。 

命题3设 

A , A ,] 

A = 

0 A t 

其中 A ,, A 2 都是方阵。则 A 可逆当且仅当 A ,, A : 都可逆，此时 

Ar' -A^AjAr'i 
A — = 0 Ar > ]• 

证明 因为 | A | = | A ,|| A 2 |， 所以 

I A 0 «=> I A , I 參 0 且 I A : I # 0. 
于是 A 可逆当且仅当 A , , A 2 都可逆，此时有 

fA , A 3 1 ① .(- A . A ? 1 ) •②- |^i 0 

I 0 /V， I 0 a 2 


f / - A Z AV ( A , A ,] A , 0 ' 
0 I 1 0 A 2 _ I 0 A 2 . 


由此推出 

[ A , Ajl -1 [ A , U 1 -A » A *'| = A7 ' — Wr 1 
[ 0 A 2 _ l o A J lo I \ o AV 
从命题 3 得出，可逆的分块上三角矩阵的逆矩阵仍然是分块上三角矩阵。 
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4.5.2 典型例题 


例 1 设分别是 sX;i 、 nXm 矩阵。证明： 如果 AB = 0 , 那么 ran k(A) + ra nk(B) 
证明若 A = 0, 则显然结论 成立。 下面设 A^O 。 

设 B 的列向 董组是 /M, …, /L. 由于 Afi = 0, 因此 ^ 属于 = 0 的解空间 W 9 j-= 
1 ， 2,… ， w 。 于是有 

rank(B) = dim 〈戽，体 ，…， < dimW = n — rank(A). 

即 rank(A)+ rank(BX”. 

例 2 证明 Sylvester 不 等式： 设 A、B 分别是 s Xn 、 nXm 矩阵，则 
rank(AB) ^ rank(A) 十 rank(B) — n. 

证法一只要证 n+rank(AB)^rank(A) + rank(B). 

据第 3 章 3. 5 节的典型例题的例 8 的结论，有 

, //. 0 \ 

n-f rank(AB) = rank! … 

V 0 AB/ 


作分块矩阵的初等行（列） 变换 : 



AB 


② + A •① 


② •（一 /■> 


. I 1 ' °) _ J 1 ' 

\A AB> ② + ① .(-b> \A 

L \ 

\A 0 / C(D.(2)) VO AI 



根据分块矩阵的初等行 （列） 变换不改变矩阵的秩，以及 3_ 5 节的例9,得 
rank( 。 ] = rank( ' rank(B) + rank(A). 

\ 0 ABI VO Al 

因此 rank(AB)>rank(A)-frank<B) —/I. 

证法二若 AB =0, 则由例1立即看出命题为真。下面设 AB 关0,从而 A #0 且 B ^ O 。 

设 B 的列向量组为 H ， … ，象。则 
AB - 

设 AB 的列向釐组 Ap ,, M 2 ，…，部”的一个极大线性无关组为 A /1, ，/ …，部 •, ，其中 
i = rank ( AB )。 则 

Afii = + 〜却〜+ …+ b . Afi ., = + 6 火 + …+ 6 界, ） 

+ …+ 认 -,)]=0, j = — 


从而 
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设齐次线性方程组 AX = 0 的一个基础解系为 i |, ，，…，不―，，其中 r = rank ( A ) 0 则对于 
j = l ，2,…， m ， 有 

A 一（办1久 + …+ 匕 / T , ) = llfl + 是 2 l ；2 + …+ k ^ lll ^ r . 

由此得出•向*组•…，仏可以由向量组&，…，久，印，…，线性表出，因此 
ranki ^ i ，灸，…， p m } < rankf / l ., ，…，久 ， t|i * — 

^：t + n — r . 

即 rank ( B )^ rank ( AB ) + n — rank ( A ). 

证法三设 r ank ( A ) = r 。 把 A 经过初等行变换化成简化行阶梯形矩阵 G ,再把 G 经 
过初等列变换可以化成形如下述的矩阵： 

0 0 / 

因此存在初等矩阵 

//r 0\ 

P ， … hbAQA … Q. = (。 0 ). 

从而存在可逆矩阵 P 、 Q , 使得 


于是 


令 


则 

从而 
由于 

据 3.5 节的例6的结果，得 

rank(Hi ) ^ rank ( B ) + r — n . 

因此 rank ( AB )> rank ( B ) + rank ( A )— n . 


AB = P 




d 

—(o x:)=o 

rank ( AB ) = rank ( J J = rankHi . 


/H,\ 

rank ( B ) = rank ( QB ) = rank(H )• 
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例 3 如果数域 K 上 ;I 级矩阵 A 满足 A 2 =A ， 那么称 A 是幂等矩阵。 证明： 数域 K 
上 n 级矩阵 A 是幂等矩阵当且仅当 

rank(A ) 十 rank( / — A) = n. 

证法一 n 级矩阵 A 是幂等矩阵 ㈡ A 2 =A«A — A 2 =0 

㈡ rank(A — A 2 )=0. 

由于 

/A 0 \ ② 4 ■① /A 0 \_^ /A A \ 

VO /-A* ^ VA I-A/ ② + 0^ U / / 

① + ( - A> •② • /A —A 2 0\_^ /A —A 2 0\ 

^ l A // ① + (2).(-A 广 \ o // 

因此 

(A 0 \ /A —A 2 0\ 

rank (0 /-A) =rank ( 0 /)• 

从而 rank(A> + rank( J — A> = rank(A — A 2 > 十 n. 

由此得出， ri 级矩阵 A 是幂等矩阵 ㈡ rank(A — A 2 )=0 

<=4rank(A)-f rank(/ —A) = n. 

证法二用 V^ ， W 2 ,W 分别表示数域 /C 上 ；！ 元齐次线性方程 AX = 0 ，（ f_A)X=0, 
A(/-A)X=0 的解空间。 

« 级矩阵 A 是幂等 矩阵 ㈡ A Z =A 

㈡ A-A l =0 

㈡ rank(A (/— A)) = 0 
<=> dimW = w. 

在 W, 中取一个基 ： l|i ， lfz ，…， *|” 其中 r=w—rank(A )； 在 中取一个基 ： 5i ，&，•••，&， 

其中 Z=rank(J — A). 

则 Aij t =Oy i=l ， 2, … ， r; 

(/—A)fi,=0, > = — 

于是 

[A(/ —A)]ij, = (I —A) Aiji =0 ， i— 1 ， 2,…， rj 
[A(J — =0 ， j = 1 ， 2,…， /• 

从而 f|,ew* : =1,2,… ， r; s,ew 9 jsu， …， t 

想证， … ， i| r ， 5i ， … ， 5, 是 W 的一个基。 

任取 yew 。 由于焱十（ 7— 為） =1 ，因此 
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y = /r = [ A 4-(/- A)]r = Ay + (Z — A ) y . 

由于 （ J — AMAy )= A ( A ) y =0, 因此 Ay ^ W 2o 从而 

Ay = 十灸 2 6 2 + … + kfi t . 

由于 A [(卜 A ) y ]=0, 因此 （ J - A ) y € W l0 从而 

(/ —A)y = i\ tii +/?i|2 + ••• + (”" 

因此 y =^ l 5 i + 走2私 + …十以 + … 

设 fliifi + … +11^+61 + … + M *=0 .則 

aiij \ +，“+ a r if r = —6 i 6 1 —…一 6 J ,. 

于是 

Cl — + … + a r tj r ) = U — A ) C — b x S \ 一…一 6,6,) = 0 

从而 a , f|i + … + a r i | l> = A ( fl|fji + … + £ M |,) = 0. 

由于 ％，•••，& 线性无关，因此由上式得， fl 丨 =—•= 屯= 0。 

从而 61+…+ 6^ = 0。 

由于表，…， A 线性无关，因此由上式得， b t = … = b ,= 0 o 
这证明了印，…， l | r ，表，•• •，反 线性无关* 

综上所述得 ，不 ，…，屮，在，… ，&是 W 的一个基。于是 

dimW = r + f = n — rank ( A ) + n — rank ( I — A ) 

= 2 n — rank ( A ) — rankd — A ). 

因此 A 是幂等矩阵 
㈡ dimW = n 

<=> zn — rank ( A ) — rankd — A ) = n 
㈡ rank ( A ) + rank ( I — A ) = n . 

点评： 

例 3 的证法二中，当学习了 《高等 代数》（第 2 版，下册）的第8章 8. 2节子空间的维数 
公式和子空间的直和以后，容易证明 W = W ,® W 2o 从而立即得出 
dimW = dimW , ~^ dimW 2 

= n 一 rank ( A ) + n — rank ( I — A ). 

这样证法二就变得简洁了。 

例3的证法一是利用 “ A 是幂等 矩阵 ㈡ ra nk ( A — A 2 >=0”, 证法二是利用 “ A 是幂等矩 
阵 ㈡ dimW = n ”, 其中 W 是 A (〖一 A >_ X =0 的解空间。无论是秩还是维数都是自然数，仅利 
用秩或维数这样的自然数就能刻画幂等矩阵，由此体会到矩阵的秩的概念和子空间的维数 
的概念是多么深刻！ 
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例4设 A 是实数域上的 sXn 矩阵. 证明： 对于任意‘，线性方程组 A'AX = A'P 
一定有解。 

证明只要证增广矩阵 ( A ' A , A >) 与系数矩阵 A ' A 的秩相等。由于 A 是实数域上的 
矩阵，因此 rank ( A ' A ) = rank ( A f >- 从而 

rank ( A'A , A ' fi ) = rank ( A ， ( A ,^)>< rank ( A ’）= rank ( A ’ A ). 

又由于 rank ( A ' A )< rank ( A ' A , A >), 因此 

rankCA'A . A ^) = rank ( A ， A ). 

从而线性方程组 A ' AX = A > 有解。 

点评： 

通过例 4 的证明可以再一次体会到“线性方程组有解的充分必要条件是它的增广矩咗 
与系数矩阵的秩相等”这一定理的深刻。还可以体会到分块矩阵的乘法很有用，在例 4 的 
证明中用到 

(. A ' A , A ' fi ) = A '(. A , fl ). 

例5设 A 是数域 K 上一个 jX ” 矩阵，且 A 关0。 证明： rank ( A ) = l 当且仅当 A 能 
表示成一个 s 维列向置和一个”维行向 S 的乘积 • 

证明充分性 • 设 A = 其中 a 是 s 维列向1,/»是”维行向量 • 由于 A 尹0,因此 
a 关 0,于是 

0 < rank ( A ) = rank < a # J > < rank ( o ) = 1. 

由此 很出， rank ( A ) = l . 

必要性设 rank ( A ) = l 。 则 A 的行向量组的极大线性无关组只含1个向置，记作7。 

于是 



k'y 



A = 

kz 7 

= 

kz 


hr 


k t 


这表明 A 能分解成一个 s 维列向最与一个”维行向量的乘积。 

例 6设 A 是 ri 级矩阵 （ n >2), 证明： 

I a- 1 = 1 a r 1 . 

证明若 A = 0, 则结论显然成立。下设 A 关0。我们知道 ， At =| AU 。 
若 | A | 尹0,则 | A || A - | = | A |*. 从而 | A ’| = | A |-' 

若 | A |=0, 则 AA _=0 •据例1得 

rank ( A ) + rank ( A ' ) ^ n . 
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从而 rank ( A * Xn — rank ( A )< n . 

因此 | A « 丨=0。从而结论成立。 

例7设4是《级矩阵（/1>2)， 证明： 

”， 当 rank ( A ) = n 9 

rank ( A * ) = ■* 1 * 当 rank ( A ) = n 一 1 ， 

.0， 当 rank ( A ) < w — 1. 

证明 若 ra nk ( A )= n ，则 | A | 关0。由于 

A 4 - =| A | / 

因此 | A | | = jA |-#0。 从而 W 1^0。于是 rank(/T )=〜 

若 r ank ( A 〉= n - l , 则 A 有一个 n — 1阶子式不等于0。从而 A 有一个元素的代数余 
子式不等于0。于是 A •关 ()• 由于 | A |=0, 因此 AA -=\ A\I = 0 o 从而 
rank ( A ) + rank ( A * ) ^ n . 

于是 rank ( A . — rank ( A ) = n — （7 i — 1) = 1。 

由于 A . 关0,因此 rank ( A - ) = 1. 

若 ran k ( A )<7 i — 1，则 A 的所有 n - l 阶子式都等于0,从而 A * =0. 于是 rank ( A - )=0. 
例8设 A 是 n 级矩阵 （; i >2) •证 明： 

(1) 当 ；I 彡 3时， 

(2) 当71 = 2时， 

证明 （1) 设 n >3。 

若 | A | 关0,则 W I ^ IAI "- 1 . 由于 

A-(A-)- =| A* I /. 

因此 ( A * )* =| A * ICA * >- l = 

若 | A |=0, 则据例 7 的结果得， 

rank(A • ) < 1 < n — 1 
因此 （ A B )•=()* 于是结论也成立。 

(2) 设 n = 2 „ 此时 

A = 


= (- c 



从而 


A- 




因此 
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例9设 A 、 B 都是 n 级矩阵（；1>2)， 证明： 

、 (AB) m = B-A' 
证明据本章 4.3 节的命题1，得 


+ 1 ，… 


…/1，…，•/ 一 1 ,■/ + 1，…， 71 \ 

= (-!)- E <，…，卜 1 ，川，...，")《一…厂 

Vvi . vz » v.-i ’ '1，…“一1，* 

= ( - 1 严^>( 1 ，.十 1 " + 1 ...，>( 1 , ...，卜 1 ，々 + 1 ...，1 
fzi \l, …， ife — 1 ,灸十 1… ， n/ ，…“一 l，i 十 1…， n / 

舍叫 ;:: 


= = 2 A . U ； k) = 

k-l *-l 

因此 （ A 23 T = B . A . • 

例 10 设 A 、 iJ 分别是数域 K 上 S X”、sXm 矩阵， 证明： 矩阵方程 AX = B* 解的充 
分必要条件是 

rank(A) = rank(A*B) 

证明设 A 的列向埔组是奶，％，… ，a,,B 的列向最组是/», ，ft，.. •，队 •• 则据本节 
推论2,得 

AX=B 有解㈡ Ay=ft 有解， _j=l，2，.. •，讲 

<=> P , 可以由 flti ，•••，<*■线性表出，）=1，2, …， 》n 

<=> {at >/)i , — .pJ = {oi >0 2 

<=> rank(A.B) = rank(A) 

例 11 求下述 n 级矩阵 A 的逆矩阵 （n>2). 

1 2 3 n 

n 1 2 ••• fi —1 

A = 

••• ••參 ••• ••• 

2 3 7 i — 1 
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解先解线性方程组 


AX = 

其中••人 y 。 将这 n 个方程相加，得 

去 /!(；! + l)(j：i + ： C 2 + …+ ) = ^]bj. 

令由上式得 

y = ^rFT)t^ 

从第1个方程减去第2个方程，得 

( 1 一 n ) x \ + j ：2 +13 •” + 工 • = b ' — b z ， 

由此得出 y — nx x = b x — bi . 

从而 X, = 士 (: y-6> +h) = 7[(»(n'Vl)|j 6> ) _A,+6 0 

类似地，从第个方程减去第 〖+ 1 个方程 （ i =2, …， fi 一 1), 可求出 

= ，= 2 …，”- 1 . 
从第《个方程*去第1个方程，可求出 


x - = i [(^ TT )^ 6 0- 6 - +6 ']- 

记 S — 9 分另 U 令^为 ，•••，《,，;# 



点评： 

例 11 利用线性方程组来求 A 的逆矩阵，这比用初等变换法求 AH 简单 多了。 
例 12 求下述”级矩阵 A 的逆矩阵（；1>2): 


A = 




1 + “2 


1+4 
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其中… 

解先解线性方程组 AX=f 其中,6 2 ,-",6_)'. 
令: + 则原方程组可写成 

y + a x x x = 6 ,, 

«y+ a 2< r 2 = 6 2 ， 


[ y -^ a m x m = b m . 

由此得出 


= 


bj-y 

9 

di 


从而 


3-(1； 念卜 


证 s = 1 +11 ，从上述一次方程解得 
>-1 a > 


=激 


于是 


x ^ b trb% b ar ⑷， 2 ，…，’ 


分别令 fi 为 Si ， C 2 , …，《•，得 



ais — 1 

_ 1_ 

_ 1_ 

_ 1__' 


a \ 

a\Qt 

a x a % 

a x a n 


_1_ 

a \ a 2 

a 2 s — 1 
fl ! 

_ L_ … 

a 2 a 3 

_ 1__ 

a 2 a H 

a - = t 

_ 1_ 

a \ a 3 

1 

a 2 a 3 

叫 _1 ... 

al 

_ L_ 

ata m 


_ L_ 

_ 1_ 

_ 1_ 

a m s — 1 


aia „ 

dlOin 

a ^ a n 

a ； 

解下述数域 K 上的矩阵方程< 




(3 - 

1 21 

f 3 9 7 1 



4—3 3 
1 3 0 


X = 


11 7 
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3 

-1 

2 

3 

9 7 


1 

3 0 

7 

5 

7 

4 

一 3 

3 

1 

11 7 

- ► 

4 

— 3 3 

1 

11 

7 

.1 

3 

0 

7 

5 7 


3 

一 1 2 

3 

9 

7, 


1 3 0 7 5 7 

―- 0 -15 3 -27 -9 -21 ― ► 

0 -10 2 -18 一 6 —14 



!i o 

3 

8 

16 

14 


J 

T 

y 

T 

— - 

1 ° 1 

_丄 

9 

3 

7 


5 

T 

5 

"5 


10 0 

0 

0 

0 

0 


于是 AV=fr , AY = p , , AY =/ k 的一般解分别为 



其中 A 是自由未知撤。由此得出 



- 3ci + | 

_ 3f2 + T 

-3“ 誓 

x = 

Ci+ i 

Ct+ J 

CJ + I 


5ci 

5c t 

5c 3 


其中 c ,， c 2 心是 K 中任 意数。 
例14在 K 3 中取两 个基: 



[M 


1 


1 

Oi = 

0 

. a 2 = 

2 

* a 3 = 

2 


o. 


0 


‘3 



2 


1 


3 

p> = 

1 

， ft = 

0 

， ft = 

2 


-3 


4. 


1 


求矩阵 A 使得 A ai = P ，,i = l . 2, 3. 
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2 1 一 3 


2 -了 T 

A '= 

1 1 7 

y 2 2 

，. A = 

1 吾 


2 1 


7 


3 3 


-3 } -1 


例15设 


B = 


: 1 , 


其中 B ,, B 2 分别是 r 级、 s 级矩阵。求 B 可逆的充分必要条件 i 当 B 可逆时，求 B - 
解 | B |=(-1)"| B ,|| B 2 |. 于是 
B 可逆 ㈡ | B |#0 ㈡ | B ,|#0 且丨 B 2 丨关0 
« 都可逆。 

当 B 可逆时，由于 


0 

B7' 


因此 


B " 1 = 


BT' 

0 

0 

BT' 


0 


0 


Bi l 

0 




A, A ， 
A, A, 


解 Aa ,= p ,. i = l , 2,3 

㈡ ， fl 2 ，<*3〉 = ( 炎 1 ，灸，菸 3 ) 

㈡ (di fOz*03 ya ,= ( pi tfizy 


1 o 

0 

2 1 

_3 


1 

0 

0 

2 1 

一 3 

1 2 

0 

1 0 

4 

• .♦ 

0 

2 

0 

一 1 一 1 

7 

1 2 

3 

3 2 

V 


0 

2 

3 

1 1 

4 



例 16 设 
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其中 A , 是 r 级可逆矩阵， A , 是 5 级矩阵 。问： 还应满足什么条件, A 才可逆，当 A 可逆时， 
求 A - 1 。 

解如果把 A 变成分块上三角矩阵，那么可利用本节命题3的结果。于是作分块矩阵 
的初等行 变换： 

A, 1 ②十卜木八 ;^ . ① . A, A z 

A, A t \ 0 A, - A,AT'A 2 

从而 

Ir OHA, A 2 ) |A, A 2 

- A,Ar' /,] U 人 1 = U A,-AaAr'A：' 

两边取行列式，得 

I J , 11 /, I I A I = | A , II A ,- A , A 7 , A , |. 

由此得出，再满足 A - AaAr 1 、 可逆的条件，则 A 可逆. 当 A 可逆时， 

A , A 2 |- = A , A , |-f 0| 

A , A ,) 0 A ,- A , Ar 1 A 2 J l - A , AT 1 /.J 

a ? 1 - Ar ' A :( A ,- A , Ar , A t r 1 | 丨 /, oi 
0 ( A , - AjAr ' Aj ) -1 Ji - AjAr 1 /.) 

_ Ar 1 +A, , A 2 (A 4 -AjAT'AjJ-'AjAr 1 - A?'A ： (A 4 - A,A7 1 A 2 r 1 1 
= -(A, -AsAr'A^-'AjA： 1 iA t - A,AV A t r' ]' 

例 17 设 A 、 B 、 C 、 D 都是数域 K 上的 n 级矩阵，且 AC = CA 。 证明： 

|A B | . 


= \AD-CB\. 


证明当 | A | 关 0 时， BJ 以作下述分块矩阵的初等行变换： 

lA B \ ② + 卜以 -… ①丨 /八 B \ 

lc d ) " VO D-CA-'fii 


> • (D /A 
~^ VO D 


uu)=(: D 


A B 
o d-ca-^b) 


两边取行列式，得 


]A || D-CA-'B [. 


于是 


C 






| c D | = l A ( D - CA -' B ) | = | AD-ACA-'B | = | AD-CB |. 

当 | A |=0 时，令 

AU) = A —tl f 

则|八(0丨=|八一^丨是/的71次多项式,记作/(0。显然有 /(0>=| A |=( K 因为 /! 次多项 
式 /( r ) 在数域 K 中的根至多有; I 个，所以存在5>0。使得心€(0—《,0+«)，都有/(0关 
0； BPIA ( f )|^0„ 由于 AC = CA , 因此 

AU)C = CA-tI)C = AC-tC = CA-tC = CCA-tl) 

=CAit). 

由上一段刚证得的结果得，当 ^(0—6,0 + 幻时，有 

| A l r) f | = l Aa ) D-CB I 


令《-0,在上式两边取极限，得 


=\ AD-CB I. 


例18设 A 、 D 分别是 r 级、 s 级矩阵，且 D 可逆•证明 t 
\t !l=l D|| A-BD-CI. 


A B\ ① + (-BD_ l > 


(co) 


J ( A - 


BD^C 0 
C D 


Ir - BD* 1 /A B\ iA- t 
0 /, ] VC D/ = V 


两边取行列式，得 


=1 A-BD l C\\ D\. 


例 19 设 A 、 D 分别是 r 级、 5 级可逆矩阵， B 、 C 分别是 rXs ^ Xr 矩阵， 证明: 

I D|| A-BD~'C\ = \ A || D — CA - 1 B I 
证明由例 17 的证明过程看出，当 A 可逆时，有 

I? ® |=| A || D-CA-'B |. 










例 22 设都是 n 级矩阵，证 明： 


=1 A + B 11 A-B |. 


/A B \ ① + <2) / A-h B B +« A \_^ /A + B 0 \ 

\B A ! " 1 B A I 0 + ① (-/, l B A - B /' 


f I I \ /A B \ // — I\ /A-\-B 0 \ 

、0 l)\B A/VO I )~ \ B A-B/' 


两边取行列式，得 


H A + B I I A-B |. 


例 23 设 A 、 B 都是 n 级矩阵，下式是否成立？ 

A B =| A l -B ! |. 
B A 

解当 AS = BA 时，由本节例17的结论立即得到 
1^ B | = IA ，- 逆 I . 


当 AB ^ BA 时，上式不成立.例如，设 


-(：：)• -C ：)• 

〜， ^=<0 o )- 叫 : 

\ A 2 - B 2 I = _ 7 一 10 = 154 — 150 = 4. 

一 15 -22 


而 
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#1 A J -B 2 |. 


因此 

A B 
B A 

例 24 设 A 是一个 n 级矩阵，且 rank ( A )= r , r < n . 证 明：存 在一个 n 级可逆矩阵 
P , 使 PAf ^ 1 的后 n — r 行的元索全为0。 

证明把 A 经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵 G , 则存在初等矩阵 P .. P 2.-, 


P ,， 使得 

fV.-P:P,A = G. 

由于 ran k(A) = r ，因此 G 的后 fi 一 r 行的元素全为0。从上式得 

P.-PjP.APr'PT'-Pr 1 = GP： 1 PT'-PT 1 

由于初等矩阵的逆矩阵仍是初等矩阵，因此上式右端表明对 G 作一系列初等列变换，于是 
得到的矩阵其后 n—r 行的元索仍全为0•令 P=P, … P 2 P, ，则 PAP— 1 的后 n—r 行的元索 
全为0。 

例 2S 设 A 是 S X" 矩阵。证明： 

(1) A 是列满秩矩阵当且仅当存在 s 级可逆矩阵使得 

A = P 

(2> A 是行满秩矩阵当且仅当存在 r ■级可 逆矩阵 Q, 使得 

A = (/,,0)Q. 

证明 U ) 由于 ra nk ( A > = n ， 因此 A 经过初等行变换化成的简化行阶梯形矩阵 
G =(^). 从而存在初等矩阵 PmP *， …， P ,, 使得 

P,...P Z P,A=(^). 
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A = P .' P ^'- PT ^') 


令 P =/ ViV …/ V 1 ,则 P 是；级可逆矩阵，且 


0 


(2) 由于 A 是行满秩矩阵，因此 A ' 是列满秩矩阵。利用第 （1) 题结论，存在 n 级可逆 
矩阵 P ， 使 




a = a,,o)P'. 

令 Q = P ', 即得 A = ( J ,,0) Q . 

例26设 A 是数域 K 上2级矩阵，证 明： 如果 | A |=1, 那么 M 可以表示成1°型初等 
矩阵 PG jU )) 的乘积（即 A 可以表示成形如 7 + 的矩阵的乘积，其中； 

证明先看一个特殊情形，设 


I 0 ,)- 


若^=1,则己符合要求。下面设(2^1。 


fa 0 \ ②十① . a - 1 /a 0 \ 

\0 a " 1 / " \1 ②十①-(1-。” 

① + (2).( l - a > /I 0\ (2) +① •（一 


①十② •（1 -‘ 


n 


P (2 a (- l )) P ( l ,2( l - a )) P (2, l ( a ^))^ ^ ) p ( l ,2(1 - a " 1 )) = /. 

1 

( a ° x )= rn’K-arypuju-mmacDmidu- 1 -1)) 

VO a l / 

=(J-amJ + G-Df^KJ + DU+UH-DD. 
现在看一般情形，设 


叫： ：)， 
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其中 | A | = ad ~ bc =\ 0 
若 a 关0,则 


(:二 -J 


① + (2)(- fc ) 


(；；) 


利用上面证得结果得， A 可以表示成1°型初等矩阵的乘积。 
若 a = 0, 则 c ^ Oo 从而 


b j 0- fQ ^ (c 6 4- t/j 


利用刚刚证得的结果, A 可以表示成 1° 型初等矩阵的乘积。 

例27设 A 是数域 K 上的”级矩阵 （ n >2), 证明： 如果 | A |=1, 那么可以表示成 
1°型初等矩阵 P ( f ,) a )) 的乘积。 

证明对矩阵的级数 n 用数学归 纳法。 当 n = 2 时，例26已经证明命题为真 # 

假设对于”一 1级的矩阵，命题为真，下面看 n 级矩阵 A = 的 情形。 

若 〜关 0•则首先把 A 的第1行的适当倍数分别加到第2,3,…行上 | 
an a\i … a u 

A 0 b n b 23 ― b Zn 


0 bnl b n3 
a n an 
a n a i2 + bu 


② + ① • （一 an) 


b i2 

… 

b, m 

bnl 

… 

b,n 

1 

C\2 … 

Cu 

0 

d … 

/ 

Cln 

0 

6 32 … 

bu 

.0 

bkz … 

bnn 


① + (2)(。；^ -1> 


1 Cl 2 

an flu + b n 
0 b it 




把最后这个矩阵写成分块矩阵的 形式： 


二 \o A,r 

由于 r 型初等行变换不改变矩阵的行列式的值，因此 
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1 =,A 1 =|o 川 = |A 'I. 

于是对 n -1 级矩阵 A , ，可以用归纳假设得出， A , 可以表出成 1° S 初等矩阵的乘积。从而 
a 可以表示成 r 型初等矩阵的乘积。 

若 a „=0, 由于 | A |#0, 因此 A 的第1列中有某个元素 a ., 关 0. 于是 


a, 2 + a a ... a u + a* 

4 ① + ® a u 
A - ► 

a.i 

由于 | B | = | A |=1, 因此根据刚才证得的结论， B 可以表示成 1° 型初等矩阵的 乘积。 从而 
A 也可这样表示. 

据数学归纳法原理，对一切大于1的正整数〜命题为真。 

例28设 A 是 n 级矩阵，行标和列标都为的子式称为 A 的 A 阶顺序主子 
式4=1,2,…， ru 证明，如果 A 的所有顺序主子式都不等于0,那么存在《级下三角矩阵 
使得为上三角矩阵。 

证明 n = l 时，命题显然为真。 

假设对于 n _ l 级矩阵，命®为真 • 下面看级矩阵 A =( 的情形.设 A 的所有 W ! 
序主子式都不等于0。把 A 写成分块矩阵的 形式： 




其中 A , 是 n -1 级矩阵。由于 A , 的所有顺序主子式是 A 的1,2,…， 》—1 阶顺序主子式, 
因此对 A , 可以用归纳假设，有 n —1 级下三角矩阵 使得玖 / V ,为上三角矩阵。 


于是 

令 


[A, a ② + (-〜> •① 

A, 

a 


0 



Id 0 

A « - j 

A x a 

MT l 1 

P a mm 

0 


则 B 为下三角矩阵，且 BA = 


/Bt 0) 

I^i 0 

= [ B ' 0 

* 0 1/ 

AV 1 

l-Mr 1 ij 

= B,A X 

B,a 


0 


* 
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于是 BA 为上三角矩阵。 

由数学归纳法原理,对一切正整数 rt , 命题 为真。 


习题 4 .S 

1. 设 n 级矩阵 A 关0, 证明： 存在一个 ;》 Xm 非零矩阵 B , 使 AB =0 的充分必要条件为 
| A |=0„ 

2. 设8为《级矩阵。 CSnXm 行满秩矩阵，证明 

(1) 如果 BC =0, 那么 B = 0, 

(2) 如果 BC = C ，那么 B = l . 

3. 设 A 、 B 、 C 分别是 S Xn 、;《 Xm 、 mXf 矩阵， 证明： 

rank(ABC) ^ rank(AB) + rank(BC) — rank(B). 

4. 证明 ：数域 /C 上 n 级矩阵 A 是对合矩阵的充分必要条件是 

rank (/ + A) + rank(/ —A) = n . 

5. 设 A 是数域 /C 上一个”级矩阵。 证明： 如果 ran k(A) = l, 那么 A 2 =M ，其中灸是 
K 中某个数。 

6. 设 A 是数域 K 上一个 sXn 行满秩矩阵， 证明： 对于 /C 上任意一个矩阵矩 
阵方程有解。 

7. 求下述 n 级范德蒙矩阵 A 的逆矩阵 （n>2> : 



1 1 

1 

… 1 


1 f 

e 

… f 

A = 

i e 

e 4 

... ^(*-1) 


i r 1 

^2<«r-l) 



8. 求下述 n 级矩阵 A 的逆矩阵 （ n >2): 

a a + 1 a + 2 ― a + (u — 1) 

a + (n — 1) a a + 1 … a + (n — 2) 

A = 

• •• ••• ••• ••• ••• 
a-hi a + 2a + 3 a 

其中 
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9. 解下述数域 K 上的矩阵 方程: 


10.在 K 2 中取两 个基： 


<;)=“)• 

(:)• ，■「;)， h " ( 7 ) - 


求矩阵 A 使得 Aa ,= 典， i = l ，2. 

11. 求下述《级矩阵 A 的逆矩阵(；1>2): 


A = 


0 


0 … 

0 

0 

0 

0 

az … 

0 

0 

… 

… 

. 

… 

… 

0 

0 

0 … 

0 

CLw-\ 


0 

0 … 

0 

0 


其中 aia 2 … a， 矣0。 

12. 证明： 分块对角矩阵 A = diag{A,,A 2 ，…, AJ 可逆的充分必要条件是它的主对角 
线上每个子矩阵 A ; 都可逆，并且当 A 可逆时，有 A-^diaglA, ' .A,' 1 

13. 设 A = diagUi ，七/、 ，…， a 上 .} ，其中 ai ，〜，…， <*, 是两两不等的数。证明：与 
A 可交换的矩阵一定是分块对角矩阵 diagiB^B : ，…， 其中 B , 是”,级方阵 ， i = l ，2. 


14. 设 A 、 D 分别是 r 级、 5 级方阵，且 A 可逆，证明 ■ 

A B =| A II D-CA 'B |. 
C D 

15. 计箅下述”阶行列式 U >2): 

0 2 3 ••• n 

1 0 3 ••• n 

••• ••• ■參* ••• ••• 

12 3 — 0 

16. 设 A 、 B 都是”级矩阵，且证明 

A 一 B 
B A 


=1 A* 十 B 2 I. 





高等代数学习指导书（上册） 


17. 计算下述 n 阶行 列式： 

1 a\b\ a\b 2 … a\b m 

a 2 b x l+fl 2 6 2 … a 2 b n 

••• •• • ••• •• • 

a.b, a.b 2 … 1 + a,b, 

18. 设 B、C 分别是实数域上的 — d 矩阵，证明 



求 | A |. 

4.6 正交矩阵•欧几里得空间 R ” 


4.6.1 内容精华 

在平面内取一个直角坐标系0„,设向量 a,/» 的坐标分别是 (4 ,a 2 ),(*. .* 2 ).如果 a, 
/»不共线，那么它们 0J 作为这个平面的一个基.此时以它们的坐标为行向量组的矩阵 

a 2 

A = 

b\ b z 

是一个可逆矩阵，这是因为 A 的行向量组线性无关。现在进一步设 a, 多都是单位向置，且 
它们互相垂直，此时矩阵 A 具有什么进一步的性质？由于 
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因此 


a? + al = 1» &i + = 1, 

aib t + a z b z = 0, 


AA'= 


^1 

a 2 

a\ a 2 

A 

bz 

t >2 62 



根据 a 与 P 互相垂直(又称正交)这一性质，自然地把 A 称为正交矩阵。由此受到启发，抽 


象出下述概念： 

定义1实数域上的 n 级矩阵 A 如果满足 

AA' = I, 


那么称 A 是正交 矩阵. 

从定义1立即得出： 

命題 1实数域 Jin 级矩阵 A 是正交矩阵 

<=> AA' = I 

<=> A 可逆，且 A - I = A ’ 

㈡ A'A = I. 

正交矩阵具有下列 性质： 


(1) /是正交矩阵； 

(2) 若 A 和 B 都是 n 级正交矩阵，则 AB 也是正交矩阵 | 

(3) 若 A 是正交矩阵，则(即 A ') 也是正交矩阵 t 

(4) 若 A 是正交矩阵，则 | A |=1 或一 1. 

命題2设实数域上 n 级矩阵 A 的行向最组为 …， y - i 列向量组为 a ,, <*,，•••, 
a ,。 则 

<1) A 为正交矩阵当且仅当 A 的行向量组满足 

rr ' = l U 当…， 

1 10,当… • 

(2) A 为正交矩阵当且仅当 A 的列向量组满足 

,_ II . 当《 = _/， 

°' a< _ lo , 当《 尹人 
证明（1> A 为正交矩阵 <=> AA ' = / 


r.' 


1 

0 … 0 

r 2 

W ， …， r:) = 

0 

1 … 0 

7n . 


‘ 0 

0 … 1 


«=> 
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" y ' y/ = C ： 

(2) 类似于 （1) 的方法，利用 “ A 为正交矩阵 ㈡ A'A = J ” 可证得结论。 

引用 Kronecker 记号&,，它的含意是 

则命题2的结论可简 记成： 

r . r / = s v , 1 < itj < n t ( l ) 

a , a , = 1 ^ ifj ^ n . (2) 

实数域上 ” 级矩阵 A 的行向量 y .€ R ', i = l ,2^", n . 列向*〜 eR -,> = l ,2，》‘， n 。 
如何直观地刻画命题2中指出的正交矩阵的性质？由于 

y , r / = a.1 a, I + a . ja,2 + , 

此式右端的表达式使人联想起几何空间 V 中，两个向量的内积在直角坐标系中的计算公 
式，因此我们在 W 中引进内积的概念 • 

定义2在 R " 中，任给 a =( ai ， az ， …，，规定 

+“2*2 + … + a ,6.， ⑶ 

这个二元实值函数 ( aj ) 称为 R " 的一个内积(通常称它为标准内积 >• (3) 式可以写成 

(di 多）= afi '. (4) 

根据定义2可以验证 R ' 的标准内积具有下列 性质： 

( 1 ) ( a ,/ J ) = (/ r , o ), (对称性） 

( 2 ) ( a + r./n = ( a ./»)+( r ^>. (线性性之一） 

(3) (to ,/»)=*(«./»). (线性性之二） 

(4) ( a , a ) 彡0,等号成立当且仅当 a =0, (正定性） 

由性质（1)(2)(3)可以立即得出， 

(*iBi = ki ( a , .#) +*i 

( a ， 是 ifr + k 2 fiz ) = + k z (. a <^ z ). 

如果 a , p 是列向撤，那么标准内积可写成。 

( a ./» = a ' p . ⑸ 

n 维向量空间 R ， 有了标准内积后，就称『为一个欧几里得空间。 

在欧几里得空间 R - 中，向量 a 的长度 lal 规定为 

, M n - - 

, a ! —-/( a . a ). 

长度为1的向量称为单位向量 • 显然, a 是单位向量的充分必要条件 ( a ， d ) = l 。 




容易验证 •. 
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I ka I = I ^ 11 a |. 

于是对于 a 关0,有—定是单位向最。把非零向量 a 乘以+称为把 a 单位化。 

在欧几里得空间 R* 中，如果 (cr,a)=0, 那么称《与，正交的，记作 a 丄/»。 

显然，零向量与任何向量正交 • 

在欧几里得空间 R' 中，由非零向量组成的向 ft 组如果其中每两个不同的向童都正交， 
那么称它们为正交向置组。 

仅由一个非零向量组成的向量组也是正交向 ft 组。 

如果正交向最组的每个向竜都是单位向最，那么称它为正交单位向置组》 

命題3欧几里得空间 R- 中，正交向*组一定是线性无 关的。 

证明设 ( Zi，a 2 ，…， fl , 是正交向童组•设 

k x a \ 4- her: + …+ kfii , = 0. 

则 dai + 是2<»2十…十走浪， ，fl,> = (0,or.) * 

由于(％，《• ) = 0,当 j 关 i， 因此由上式得 

kiiai *a.) = 0. 

由于 a, 关0,因此 (a.,a,)>0。 从而由上式得出乂 _=<)• 其中 i = l，2, …， s. 因此 a,，a 2 ，…， 
a. 线性无关。 

据命题3得，欧 fl 里得空间 R， 中，;1个向量组成的正交向*组一定是 K 的一个基，称 
它为正交基 • n 个单位向置组成的正交向*组称为 R_ 的一个标准正交基。 

例如，容易 屙出： e,.S2，-.e. 是两两正交的，并且每个都是单位向氰，因此&，《 2 ，…， 
私是 R， 的一个标准正交基 • 

命理4实数域上的"级矩阵 A 是正交矩阵的充分必要条 件为： A 的行(列）向最组欧 
几里得空间『的一个标准正交基。 

证明设 A 的行向鼂组为1,7:， …， 丫••则 
实数域上”级矩阵 A 是正交矩阵 
㈡ r,r/=5 0 . 

㈡ <Ti <r,) = ^. 

㈡ ,y z ,".,y, 是 R 11 的一个标准正交基。 

同理可证， A 的列向量组是 R- 的一个标准正交基。 

命题4告诉我们，构造正交矩阵等价于求标准正交基。许多实际问题需要构造正交矩 
阵，于是下面来讨论如何构造—个标准正 交基。 
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首先讨论如何从线性无关的向量组出发，构造与它等价的正交向鼋组。从几何空间 
中，由平面内两个不共线向*叫 ，奶 出发，构造两个互相垂直的向最负，爲受到启发，引出 
下述 定理： 

定理1设中，《 2 ，…, a, 是欧几里得空间 R" 中一个线性无关的向童组，令 


P\ = Oi 



(a 2 ) 



P ' ， 


p =a, -S 念汾'， 

则,失， …， P, 是正交向置组，并且 ./»2.•••./». 与(^，山，…， a , 等价。 

证明对线性无关的向置组所含向最的个数作数学归纳法。 

5=1时.令 ^=(1, ，由于0,^0,因此是正交向置组，且 ft 与 a , 等价。 
假设时命题为真。现在来看 j =* + 1 的 情形. 


(6) 


由于 

< 7 > 

因此当1<;<^时，有 

= (a=0. 

这表明札 +l 与 /», 正交 （i=l,2, …， 《• 从 （7) 式以及归纳假设可以看出 ，良 ^可以由 a, ,o 2 , 
…，山,<1 4+1 线性表出，并且表出式中山+,的系数为1,因此^+,^0。于是丨 ，… ，办，札+,是 
正交向通:组，从 （7) 式以及归纳假设立即得出 ，… H+j a, ，山，… ，山，，等 价。因此当 
s==A + l 时，命题也为真. 

根据数学归纳法原理•命题 为真。 

定理1给出了在欧几里得空间 R- 中从一个线性无关的 向最组 《,,«*:,•••,<»• 出发，构 
造出与它等价的一个正交向量组的方法，这种方法称为施密特 （Schmidt) 正交化过程。只 
要再将 ，良 ，…， ft 中每个向童单位化，即令 


则 1|1 ，1|2，•••，!?，是与 CT! ，<»2 ，…， CT, 等价的正交单位向置组。 

欧几里得空间『中，如果给了一个基奶，山，•••，《■ ■，那 么先经过施密特正交化过程，然 
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后经过单位化，得到的向量组》1, ,»|2 就是 R 的一个标准正交基。 

4.6.2 典型例题 


例1 证明： 如果 A 是实数域上 n 级对称矩阵（简称为 n 级实对称矩阵>,7是”级正 
交矩阵，那么： r ^ AT 是实对称矩阵。 

证明 （: '(: r l /= r * l / u ： T /=: r l A 7'， 

因此: TdAT 是对称矩阵 • 

例2 证明： 如果 n 级正交矩阵 A 是上三角矩阵，那么 A 是对角矩阵，且 A 的主对角 


元为1或 一 1。 

证明设 A = ( a _) 的列向量组是 a l , a 2 ,...,(* II 。 由于 < a ,， a ,) = 1，因此 a " = ±1。由 
于 （fli . a2 >= 0 ，（ a :， a :) = l ， 因此 a u au =0， afi+ah = 1. 由此得出， = = 士 1 •由 

于 （《*i , Oj )=0,(« 2 ， a s >=0，（ t « 3 ， a 3 ) = l ， 因此 

a"<Ju = 0, ai Z a Z3 = 0, a? 3 +a| 3 +aL = 1. 

由此得出， aii =0， a „=0. a ,, = ± l . 

依次下去，可得=±1，其中* = 4,5,…，71。因此 A 是主对 
角元为±1的对角 矩阵. 

例3设 A 是实数域上的 n 级矩阵，证 明： 如果 A 可逆，那么 A 可以惟一地分解成正 
交矩阵了与主对角元都为正数的上三角矩阵 B 的乘 积： A = TB . 

证明先证可分解性 • 由于 A 可逆，因此 A 的列向量组 a , ， 山，…， a - 线性无关。 
经过施密特正交化可得到与叫 ，山 ，…， 《*■ 等价的正交向量组 ， ft ， … ，札。 据定理1 
的公式（6)，可 得到： 


Oi 


P ' 

n 


h + ft . 




Pi (A ft 


: p + lf . 


bji = i = 2,3r“ ， n; j = 1 ， 2,…， i 一 1. 

(A ， A ) 

再对每个取单位化，即令 
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则 A =(ai ， a 2 ， … ， a*) 

= (fr，ft ，…， 

= <l|l ,l|2 ， … ， If ，） 

= ( l | l ，》|2，••••!?》) 

其中 T=(i|, ， i| 2 , … ， i|J ， 

B = 


厶 12 




0 0 … 
j/M o • 
0 Iftl • 

0 0 • 
I/M bn I/I, I 
0 Iftl 


0 

0 

I/M 


^12 


0 0 


bu 

lh m 


0 


0 


6 ..IAI 

bu \ h \ 

l/U 


= TB, 


I fiy I b l2 I ^ I 
0 I ft I 


bu I I 

b tm I Ik I 


0 0 ― I fin I 

显然丁是正交矩阵， B 是主对角元都为正数的上三角矩阵 • 
再证惟一性。例如 A 还有一种分解 方式： 

A = T,B" 

其 中丁， 是正交矩阵，是主对角元都为正数的上三角矩阵•则 

TB = T.B,. 


从而 rr , r = B I B - 1 . 

左边 TT ^ T 是正交矩阵，右边是主对角元都为正数的上三角矩阵。据例2的结论 
得，(即 ^ B - 1 〉 是对角矩阵,且主对角元为1，那就是单位矩阵 I 。因此 

Tr*T= B X B' = /. 

由此得出， t = t ,， b = b ,. 

例4在欧几里得空间 IT 中，设 


A = 


1 0 1 
1 2 0 
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l/U 

0 

0 1 

1 

2 

T 

(f|l ， lf2 ，》 |3) 0 

\h\ 

0 0 

1 


0 

0 

Iftl 


一 T 



lo 

0 

l 


V3 

3 

0 

V6l 

3 

73 ^ 


V3 

―也 

V6 

0 农 


3 

2 

6 

2 

V3 

3 

n 

2 

一屯 

6 

0 0 

V6 

6 


= TB. 

例5设 A 是实数域上的 mX ” 矩阵，其中 m > n . 证明： 如果 A 的列 向置组 q ， a 2 ， 
… ， a _ 线性无关，那么 A 可以惟一分解成 

A = QR, 

其中 Q 是列向1：组为正交单位向童组的 mXn 矩阵， i ? 是主对角元都为正数的 n 级上三角 
矩阵，这称为分解。 

证明先证可分解性。由于 A 的列向量组 a , a , 线性无关，因此经过施密特正 
交化过程，可得到与它等价的正交向置组再单位化可得到正交单位向景组 
，…，》»•与例3的可分解性证明完全一样可得到 

I P， I 6,: I P ， I - b x . I / I , I 

0 I fiz I ― b t . \ fh \ 

A = (»li. tii t •- . ii.) 

••• ••• ••• ••• 

0 0 … I Pn I 

=QR, 

其中 ， Q =(» r , 屮 ，…，是列向馕组为正交单位向量组的 mXn 矩阵，只是主对角元都为 
正数的 n 级上三角矩阵。 

再证惟一性。假如 A 还有一种分解式 A = Q , K , 符合所要求的条件，则 QJ ? = Q , R >. 
由于 K 是可逆的上三角矩阵，因此其中 CtK ,]?— 1 是主对角元都为正 
数的上三角矩阵，设 C =( q ). 记 Q , 的列向置组为6, ，長 ，…，《•。则 

Cn c n ― c ln 

0 Cn … c Zn 


0 


0 
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— (cuS, ,cn&\ + c zl S 2 ,…+ c 2 «5 2 + …+ C..S.) 

由于 (*fi >iji) ~1 1 (cnii »cn6i) = c*i (5i • ji) = c?j ，因此 cfi = 1 • 

由此得出 Cll = l. 由于 （IJl ，屮 ） = 0，（lj2 ，帘> = 1，且 

( 巧 ””2 ) = (ci|5l .C|j6i +C 22 & ) = Cllf|2 (5| ， S| ) + CllCjsCil <Sz ) =CllCl2 • 

(ijz ，”: ） = (c«5i +cjt4i tCuSi + cztSz ) = cfj +c|i ， 

因此 c „ c , 2 =0, c 5 2 + c 1 2 = 1 o 由此得出， c I 2 =0, c m = 1。 

依次下去可得出 ，C l » = C 2 »f_=C*-|,, =()，£•« =1，* = 3〆••，/!• 

因此 C=J。 从而0=0,^ = ^,。 

例6设 A 是实数域上的 mXn 列满秩矩阵，它可分解成 

A = QR, 

其中 Q 是列向董组为正交单位向量组的; nXn 矩阵， J? 为主对角元都为正数的上三角矩 
阵。证明对于任意 <»€R~，K—W/J 是线性方程组 A'AX = A^ 的惟 -- 解. 

证明设 Q 的列向鼇为 》ji，》j2 ，•••，》! - •则 



r /、 




… 》r V 

Q'Q = 

V 
. 1 

(*Il *lf2t- 



|?/” 2 … 


V 




… T/nfln 


从而 

A'AiR-'Q'fi) = «^?) , (QR)(iT , Q>) = R'Q'QRR'Q'fi 
= R'Q'P = (QR)> = A'fi. 

因此 RMQ'P 是线性方程组 A'AX = A> 的一个解。 

由于 ran k(A'A) = nmk(A> = ;i, 因此 |A'A 丨尹 O. 从而线性方程组 A'AX = A'p 有惟一 
解，它就是 JT'Q'P。 

点评： 

在实际问题中常常遇到方程个数 m 大于未知量个数”的线性方程组 AX=f 它可能无 
解。这时要设法找一个”维列向量X。，使得 |AA„ —妒 2 最小 • 称为线件方程组 AX = pM 
最小二乘解，在本节例19以及在《高等代数 》( 第2版，下册）第10章 10.3 节证 明了： X。是 
AX= 多的最小二乘解当且仅当X。是线性方程组 A'AX=A> 的解。于是例6告诉我们，当 A 
是 mXn 列满秩矩阵时，线性方组程组 AX = 多的虽小二乘解只有一个，它是 PQ% 其中 
QR=A ，且 Q 是列向童组为正交单位向量组的 mX n 矩阵， K 是主对角元都为正数的上三 
角矩阵。由此看出例5的应用之一是把系数矩阵为列满秩矩阵的线性方程组 AX = fi 的最 
小二乘解用公式给出。 
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例7决定所有的2级正交矩阵。 

解设 A =( a # > 是2级正交矩阵.即 



由于 | A |==1 或 一 1。因此分两种 情形: 
情形1 | A |=1, 此时有 


由于 a !, +4 = 1,因此在平面直角坐标系 OXY 中，点 P (. au ， a r . 
据三角函数的定义，得 

an = cosd, aiz — sin^. 5 6 R- 

于是 


)在单位圈 


A=( COSO Sin9 ), ^€ R . 

V— sin 汐 cosdf 

A' = ( COSd - ， ^ 6 R. 

\sin^ cos0 / 


= ( COS ° — ， ^6R. 

\sin^ cos0 / 

容易直接验证，所求出的 A 和 A '都是正交矩阵。若令95=—心则 A 可写成 
. _ l cos< P - sin ?>\ » 


A =( C ° S?， -，， ^6 R . 

v sin^ cos<p/ 

因此在 | A | = 1 的悄形 ，2 级正交矩阵 A 可统一写成下述 形式： 

A=( COS?> _Sin n, 0R. 

\ SITUp COS<p' 

情形 2 | A |=-1. 此时有 

a 22 = — an » a Z i = an， 

由于^^+“2 = 1，因此同情形 1 的理由得 

an = cosd t an = sind. 

于是 

( cos^ sin^ \ 

)*^ f R . 

sin^ 一 cosd, 

显然， A ^ = A 。 容易直接验证，所求出的 A 是正交矩阵。 

综上所述，2级正交矩阵有且只有下列两种类型： 

/cosd — sin^\ 

\ sin^ cosdl 


(9 e R . 




ee r. 


( cosd sind 
sin^ — cos^ 

例 8 设 A 是 72 级正交矩阵，证明： 

(1) 如果 | A |=1, 那么 A 的每一个元素等于它自己的代数余子式； 

(2) 如果 — 那么 A 的每一个元索等于它自己的代数余子式乘以 一 U 

证明由于 A 是正交矩阵，因此 A '= A — 于是当1<«\/<”时，有 

A(i；>) = A '(. jti ) — ( j “） = I ^ 

(1) 如果 | A |=1, 那么由上式得， A (“ P = A *. 

(2) 如果 | A |=-1, 那么由上式得， = 

例9设 A 是实数域上的 n 级矩阵 证明： 

(1) 如果 | A |=1， 且 A 的每一个元索等于它自己的代数余子式，那么 A 是正交矩阵 | 
(2) 如果 | A | = — 1, 且 A 的每一个元索等于它自己的代数余子式乘以一1，那么 A 是 
正交矩阵。 

证明 （1) 由于，因此当 | A |=1 时，据已知条件得 
A . (>| i ) = A 1) = A ( iij )= A '( jti ), 

其中因此 

A "' = A 7 . 

从而这表明 A 是正交矩阵 • 

(2) 当1剜=一1时，据已知条件得 

A -1 (> u ) =— A ' ( jti ) =— A ii = A(“p = A '(. jtO , 

其中因此 A - I = A '。 从而 A 是正交矩阵。 

例 10 设 A 是实数域上的 n 级矩阵，•且 A #0 •证 明： 

(1) 如果 A 的每一个元索等于它自己的代数余子式，那么 A 是正交矩阵； 

(2) 如果 A 的每一个元素等于它自己的代数余子式，乘以那么 A 是正交矩阵。 
证明 （1) 由已知条件得 

A'ijii) = AUtj) = A, = A' 0'»i)» 1 ^ ii ； ^ n. 

因此 A ' = A ’ 。 

由于 A 关 0, 因此 A 至少 有一个元素 关 0。于是 

I A | = ^auAu =力 at > 0. 

/-I /-I 
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据本章 4. 5节的典咽例题的例6的结论得，从而 | A '| = |t | = | A |—, 
又 | A '| = | A |, 于是得出 ，| A | d = l . 即 | A | 是 n -2 次单位根，由于因此; 《— 2>1。 

由于对任给的正整数 m 次单位根恰有 n 个，它们对应于复平面上单位圆的 n 等分 
点，因此在实数集内， n 次单位根最多有两个，1,_1。由于 | A |>0, 因此丨 A |= l 。 据例9 
第 （1) 小题的结论得, A 是正交 矩阵。 

(2) 由已知条件得 

A' (,j if) = Aiiij) =—A„ = — A' (y ;i) »1 ^ i.j < n» 

因此 A ' = — A 、 

由于 A #0, 可设％ #0,于是 


| A |= 2 a u Au = — 2 al <0. 

i -\ i-i 

由于 | A ’| H - A . |=(-1)"| A - |=(-1)-| A |'-',| A , | = | A |, 

因此 （一| A|)-_ l = l . 由于 ”>3,因此 ”一2> l . 从而 一| A |=1. 8 PIA |=-1 
据例 9 第 （2) 小题的结论得 , A 是正交矩阵。 

例11设 A 是 n 级正交矩阵，证明：任意取定 A 的两行(或两列〉，由这两行（或两列） 
的元索组成的所有2阶子式的平方和等于 1. 

证明取定 A 的第行由于儿 4' = 因此据本章 4. 3节命题1的结论得 


2 [A( f, ’ ，，1 )T = E a( ，，> ^ )A'( Vl ' ，! ） 

- 'Vi , V t l J 'U|. Vt' 'll » ii ’ ， Vi' 

= ， r) ， 卞 1 . 

'«!• It ' 


1 •: 


例 12 证明： 实数域上的一个 n 级矩阵如果具有下列三个性质中的任意两个性质，那 
么必有第三个 性质： 正交矩阵，对称矩阵，对合矩阵 • 

证明设”级实矩阵 A 是正交矩阵，且是对称矩阵，则 A 2 =AA = AA ' = l 因此 A 是 


对合矩阵。 

设 A 是正交矩阵和对合矩阵，则 A '= A -' = A . 因此 A 是对称矩阵 • 

设实矩阵 A 是对称矩阵和对合矩阵，则 

AA ' = AA = A 1 = I . 

因此 A 是正交矩阵。 

例13设 A 是 n 级正交矩阵，证明：对于欧几里得空间 F 中任一列向置<«， 


^\Aa\ = \a\. 

证明 | 如 1 2 =lAa .Aa') = (.Aa')'CAa')=a'A'Aa=aa 





= ( a , a )= lal 2 . 

因此 l^al = kl . 

例 14 设 A 是实数域上一个 sXn 非零矩阵， A 的行空间记作 17 ; 齐次线性方程组 
= 0 的解空间记作 W 。 证明： U 中每一个向最的转置与 W 中任一向最正交。 

证明设 A 的行向童组为任取 i ； ew 。 则 Aiy = Oo 由于 

Ti Tin 

y ? r ： i? 

•• n = •• ’ 

r , r.tj 

因此从 Ai | = 0 得出 ， y .»| = 0 ，i = l ，2, … 

由于 y ■巧 = ( y /， if )， 因此 ( h ’， if ) = o ，:= i ，2 ，*”，s 
任取 yeu ， 设 r =( h + … m •則 

(/，!?）= = 公々.(兄'， 1 |) = o . 

i-i i -1 

例 IS 证明： 在欧几里得空 间 IT 中，如果向童 a 与 IT 的一个正交基 A ,炻，…，凡的 
每个向量都正交，那么 a =0。 

证明设 a = axfii + a 2 ft + … + 则由 （ cr ，/ l ,) =0 , 得 

0 = ( a , ft ) = . ft ) = 

i-l •-! 

由于 ( A ， ft 〉 关0,因此〜 =0 * j = l ，2 •…，”.从而 a =0. 

例 16 在欧几里得空间 R * 中，求与线性无关的向量组奶，奶， a , 等价的正交单位向 
最组: 




解 ^^=0,, 
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则 IJl . IJ 2 .113 就是与 <*1 *«2 -03 等价的正交单位向 ft 组。 

例17设 L 7 是欧几里得空间 R - 的一个子空间，如果向量与 U 中每一个向*正交， 
那么称 a 与1/正交，记作 a 丄 I ；。令 

U x ~ {a 6 R" I a 丄 U}. 

称 l / i 是 t ； 的正交补。 证明： I / 1 是 R ” 的一个子空间。 

证明由于0丄 U , 因此 [/是 R " 的一个非空子集。任取则对一切有 

(a 十 p ， y) = (o.r) + = o 十 o = o ， 

(.ka.y) = ifc(a.r) = 0, i 6 K. 

因此从而[/丄是只"的一个空间。 

例18设 I ；是欧几里得空间 R " 的一个子空间•令 
P vs R' ― -R" 
a | ~~» 0 | . 

其中 a , et /, 并且 a — diei / i , 则称 P L . 是 R - 在1/上的正交投影，把免称为向* a 在 L /上 
的正交投彩， 证明： 对于<»€皮\««,€1；是0在1；上的正交投影当且仅当 
I o - o , |<| a - rl . Vr € U . 

证明必要 性：设 a , ei / 是 <* 在1/上的正夂投影，则， a - a / l /、 从而 Vret /， 有 
(ci — ai > 丄（<«| — y ) 

于是 

| a — Y l z = \ a — a t ai — y \ 2 = (a 一 fli 十 di _ y ， fl( _ ai+ai _ y 〉 

=(a — o , .a - Oi ) — 2 (o — ai ,Oi — r > + (ai — r*ai — y ) 

=I a— a, I 1 +1 o, — r I 2 ^1 a —a, |* 

从而 la — I . 

充分性.设 la_ofi |<|a — yl Vy € C /。 

假设 5 是 a 在 1/ 上的正交投影，则根据刚才证得的必要性得， a , L 从而 
I o — 5 I = I a — Oi I 

由于 a - SeU 1 .«- a , er /, 因此 （ a — 丄（在一 a ,>。 同上理，得 

I o — Oi | J = | o —5 + 6 —ai I* =1 a —5 I 1 +1 S — a, I 2 . 

由此得出 ，15— 山1 2 =0,因此 《= a ,, 即 a , 是 a 在 t / 上的正交投影。 

例19 设 A 是实数域上的一个 m X ”矩阵， m > ”， /» eR m 。 如果 teR ” 使得 
AX |:， VyeR ’， 那么称 X 。是线性方程组 AX = P 最小二 乘解。证明： X 0 
是的最小二乘解当且仅当 X 。是线性方程组 

A'AX = A'fi 
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的解。 

证明用1/表示矩阵 A 的列空间 ，l/=<a, ，(* 2 , …， 《*■>, 则X。是 AX=p 的最小二乘解 

« I^-ax 0 | 2 <ip-axi 2 , vxeR- 

« l/»-AX 0 |<|^-AX|, VX6R" 

«=> \p-Ax 0 \<\fi-r\^reu 
« ax 。 是 p 在 [/ 上的正交投影 
㈡ p - AX .^ U 1 
㈡ (, fi—AXo .o,)=0,«' = l,2, — ,n 
<=> a ,' ( p — AX o )= 0 , i = l , 2 ,"- ,n 
<=> A' ( ，一 AX 0 >=0 
«=> A'AX 0 =A'p 
« X 。 是 A'AX = A> 的解. 

例 20 设 A 是实数域上 mXn 列满秩矩阵， m>n. A 的列空间记作I；.记 P A = 
々(A'AKW •令 

Pa(x) = p A x,vxe R m 

证明：^是 R” 在 U 上的正交投彩。 

证明设 A 的列向童组是 ai , a: , …, a,。 任取 X€R-。 

先证 PaX €17. 由于 (A'A> M A'X 是 nXl 矩阵，因此可设 (A'A>-WX = ( Cl ,c«, …， 
c.y. 从而 

Cl 

P A X = AiA'A A'X = (oi .o 2 .•••.a.) [ 

c. 

=c, a, + + … + c^a, € t/. 

再证丄，即要证 （ I-P A )X6l/ x 。 由于 
/ 

ai 

/ 

, (/-P A )X = A / [/-A(A , A)-'A , ]X 

/ 

o. 

=[A’ 一 A’/UA’ArA’lX = OX = 0. 

因此 fl/(J-fVX=0,j = l，2，..，n. 从而 
综上所述 Pa 是 W 在 U 上的正交投影. 
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例21设 A 是实数域上 mX n 列满秩矩阵， OT > n 。 证明： （ A ' A 广 1 A '/» 是线性方程组 
AX=p 的惟一的最小二乘解。 

证法一据例19的结论, X 。是八^=多的最小二乘解当且仅当 X 。是 A ' A ，= A '/ J 的 
解。由于 ran kG 4' A > = ran kU >= n , 因此 | A ' A | 关 0. 从而 A ' A / JsA'/J 有惟一解。因此 AAT = 
/»有惟一的最小二 乘解。 从例19的证明过程中看出， X 。是>«=#的最小二乘解当且仅当 
AX 。 是#在 A 的列空间17上的正交投影.据例 20, P 4 ( X ) 是 X 在 [/ 上的正交投影，因此/» 
在1/上的正交投影是 iV / D - AM ' ArW / K 从而 （ AVU - M '/ J 是 AX =/ I 的最小二乘解。 
证法二由于 A 列满秩，因此 A 可分解成 

A = QR 

其中2是列向童组为正交单位向量组的矩阵 K 是主对角元都为正数的上三角矩阵。 
于是对于多 € R ", 有 

(.A'Ar'A'p = (,R'Q'QRr l (.R'Q')p= {R'Rr'(,R'Q')p 
= R-'<.R'r'R'Q'f = R'Q'II. 

据例 6 知道, RMQ ' P 是 A'AX = A ' B 的惟一解，从而 JT 1 ©'? 是 AX=fi 的惟 一的最 小二乘 
解。于是 ( A ' ArW / l 是八龙=於的惟一的最小二乘解. 

证法三据例19结论, X 。是 AX =^ 的最小二乘解当且仅当 X 。是 A ' AX = A > 的解。 
由于 rank ( A'/U = rank ( A ) = n ，因此 A'A 可逆 • 从而 A ' AX = A'fi 有惟一解： 
X =( A ' Ar l A '/>。 因此 ( A ' Ar ^ A ' p 是的惟一的最小二乘解 • 

例22设 A 是复数域上的矩阵，用 A •表示 S ', 即把 A 的每个元索取共轭复数得到的 
矩阵 S 再转鼉（注意从上下文区别 A •是表示 S ' 还是表示 A 的伴随矩阵） • 如果 n 级复矩 
阵 A 满足=/,那么称 A 是酉矩阵。 证明：下列每一个条件都是 n 级复矩阵 A = ( a # ) 
为西矩阵的充分必要 条件： 

(1) A 可逆，且 AM = A - t 

(2) A-A=J ( 

(3) 左 »1 < i»j < nI 
*»1 

⑷ • a h = *1 < «»> < n. 

证明 （ 1) 和 （ 2> 级复矩阵 A 是酉矩阵 

㈡ AA * = I 
㈡ A 可逆，且 
㈡ A * A = / 
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(3) n 级复矩阵 A = ( a v > 是酉矩阵 
㈡ AA - =1 

㈡ AA - = 

㈡ kj = *1 ^ iyj ^ 

(4) ri 级复矩阵 A = (%) 是酉矩阵 
㈡ A ' A=I 

㈡ A * A ( ii .;) = /( i ,»， K «. X/i 

、~ jj = $ii * 1 *" *7 
* — 1 

例23 证明： 两个；!级酉矩阵的乘积是酉矩阵；酉矩阵的逆矩阵是酉 矩阵。 
证明设 A ， B 都是 n 级酉矩阵，则 

( ABKAB )* = (, AB ) AB ' = ( ABKAB / = ( AB )( B ， S ， ) 

= ( ABXB - A - ) = A 1 A ' = J . 

因此 AB 是酉矩阵。 

A ->( A -*)- = A -' CA 17 ) r = A -'( A -') / = A -'( A , )-' 

=A '( A *)-' = ( A - A )' 1 = /. 

因此 A _ l 是酉矩阵。 

点评： 

从例 23 的证明过程看出： 

( AB ). = B . A . , 

( A - 1 〉*"* ( A ，〉— 1 , 当 A 可逆 时. 

例 24 证明 ：酉矩 阵的行列式的模等于1。 

证明设 A 是 n 级酉矩阵，则 AA ‘ =1•从而 

1 =1 / 1 = 1 AA - l = | A || A ' |. 
n 级复矩阵 A = ( a# ) 的行列式为 

I A |= 2 (-1 

n 级复矩阵 S = (&) 的行列式为 

I A | = 2 屯:… 

>!>* ->■ __ 

= ( 2 





因此 


I A I 


1 =1 A || A' | = |A||S，| = |A||A| = m|A| 

从而 |A| 的模等于1。 

习题 4.6 

1. 证明在欧几里得空间 IT 中，如果 a 与/>正交，那么对任意实数 k 、 l ， 有 ka 与 Ifi 也 
正交。 

2. 证明： 在欧几里得空间『中，如果多与心必，…， a, 都正交，那么 p 与 a,，<« 2 , …， a, 
的任一线性组合也正交。 

3. 证明： 在欧几里得空间 R ， 中，如果 a 与自身正交，那么 <*=()• 

4. 在欧几里得空间 R 1 中，设向*组 



求与《, ,a 2 等价的正交单位向 ft 组。 

5. 在欧几里得空间 R* 中，设向1组 



求与 《,,a 2 ,a 3 等价的正交单位向量组. 

6. 设 A 是实数域上的 4X3 矩阵， rank(A) = 3. 



把 A 分解成 A=QK, 其中 Q 是列向量组为正交单位向量组的 4X3 矩阵， K 是主对角元都 
为正数的上三角矩阵。 

7. 证明：如果正交矩阵是分块上三角矩阵，那么 A 是分块对角矩阵，并且 A 的主对角 
线上的所有子矩阵都是正交矩阵。 
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8. 证明： 位于正交矩阵的任何《行（或 A 列）的所有 A 级子式的平方和等于1。 

9. 在什么条件下，对角矩阵是正交矩阵？ 

10. 证明： 实数域上的四元齐次线性方程组 

ax\ + bx 2 + cxi + dx, = 0, 
bii _ axi + dx 3 ~ cc« = 0 ， 

cr 1 — dx 2 — ax s = 0, 

dxi + cx z — hx 3 - ax t = 0 
当 a 、 b 、 c 、 d 不全为 0 时，只有零解。 

11. 证明： 在欧几里得空间！^中，勾股定理成立，即如果 a 与0正交，那么 

• | a + fi I* =| a | ! +| ^ I 1 . 

12. 证 明：在 欧几里得空间 R - 中，对于任意向最《*,广有 

I ( a , p ) |<| a || ^ I . 

等号成立当且仅当 aJ 线性相关. 

13. 证明： 在欧几里得空间 IT 中，三角形不等式成立，即对于任意 ajeR ' 有 

\a + fi |<| a 1 + 1 fl |. 

14. 在欧几里得空间 IT , 两个非芩向最 《 凟的夹角 <<«， P 规定为 

def (a.B) 

<«,/»)—arc cos r ^ T . 

于是 0<< a ,^<» r . 在 W 中，求 〈 aj >, 其中 

a = <1 * — 2*0,3)* P = (4*1*5* — 1). 

4.7 K ” 到 K 1 的线性映射 


4. 7.1 内容精华 

1. 映射 

定义1设 S 和 S' 是两个集合，如果存在一个对应法则/,使得集合 s 中亨了个元索 
a ，都有集合 S' 中惟一确定的元索6与它对应,那么称/是集合 s 到 S' 的一个映_射\■^作 

/. S — -S ， 

a 卜 - ► 6 ， 
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其中6称为 a 在/下的 象， a 称为6在/下 的了个 原象。 a 在/下的象用符号 / U ) 或 /a 
表示 ，于是映射/也可以记成 

/( a ) =6， a ^ S. 

设/是集合 S 到集合 S ' 的一个映射，则把 S 叫做映射/的定义域，把 s ' 叫做/的两 
域。 S 的所有元素在/下的象组成的集合叫做/的值《或/的象，记作 /( S ) 或 / m /。 即 

/( S ) — {/( a)|a e S }= s ，| 存在 a e S 使 /( a ) = 6}. 

容易宥出， / 的值域是 / 的陪域的 子集。 

设/是集合 S 到集合 S ' 的一个映射，如果 /( S ) = S ', 那么称/是满射 (或/ 是 S 到 S ' 
上的映射）。显然，/是满射当且仅当/的陪域中每一个元素都有至少一个原象。 

如果映射/的定义域 S 中不同的元素的象也不同，那么称/是单射（或/是一对一映 
射）。显然，/是单射当且仅当从且 /( ai ) = /( a 2 ) 可以推出 

如果映射/ 既是 单射 ，又是 满射,那么称/ 是双射（或 / 是 S 到 S ' 的一个 一一对 应）。 
显然，/是双射当且仅当陪域中每一个元累都有惟一的一个原象。 

映射/与映射 g 称为相等，如果它们的定义域相等，陪域相等，并且对应法则相同（即 
\/ xes , 有 fu )= g (. x )). 

集合 s 到自身的一个映射，通常称为 S 上的一个变换 • 

槊合 S 到数集（数域 K 的任一非空子集）的一个映射，通常称为 S 上的一个函数。 

陪域 S ' 中的元索6在映射/下的所有原象组成的集合称为6在/下的潭象集，记作 

r ' cb ). 

定义2映射 /: S 〜 S 如果把 S 中每一个元家对应到它自身，即有 / Cr )= x ， 
那么称/ 是恒等映射 (或 S 上 的恒等 变換） ，记作 l s 。 

定义3相继施行映射 g , S - S ' 和 /, S '— 矿,得到 S 到 S " 的一个映射，称为/与 g 的 
乘积（或合成），记作 / g 。 即 

(fg)(.a) ― == f(gia) ) , Va 6 S . 

定理 1 映射的乘法适合结合律。即如果 S ', g : S ' — s -，/ : s "— 矿，那 
么 f ( ghXfg ) h 。 

注意映射的乘法不适合交换律。 

容易直接验证 :对于 任意一个映射 f : s — s ’， 有 

fls = f ， U/ = /- 

定义 4 设 /: S — S ', 如果存在一个映射使得 
fg = Is- gf = Is. 

那么称映射 / 是可逆的，此时称 g 是 / 的一个逆映射 • 
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容易证明，如果/是可逆的，那么它的逆映射是惟一的，把/的逆映射记作/-|。于 

是有 

fr ' = i s r'f = u . 

从而当/是可逆映射时，它的逆映射广 1 也可逆，且 

(厂■厂 1 = /• 

定理2映射 /: S—S' 是可逆的充分必要条件为/是双射。 

证明见《高等 代数》 (第2版, 上册） 的第4章第7节. 

2. 线性映射 

定义5数域 K 上的向量空间 到 / C' 的一个映射如果保持加法和数馕乘法，即 
Va./»€ K- ， heK , 有 

<r(a + = <»(o) + , 

a(ka) = kaia) 

那么称 a 是 K" 到 K ‘的一个线性 映射. 

例如，设 A 是数域 K 上 sXn 矩阵，令 

A ： K' ― -K 1 
a I - *• Aa . 

则容易验证 A 是 fC" 到 K ‘的一个线性映射，这个线性映射很有用. 

事实1数域 K 上 n 元线性方程组 AX= ，有解 
«存在 reff •，使得 
㈡ 存在•，使得 A(y)=， 

<=? ^6 ImA . 

由事实丨看出，使线性方程组 AX=/» 有解的 p 组成的集合是线性映射 A(a>=Aa 的 
象。由亊实1立即得出， 

事实2设数域 K 上5父》»矩阵>\的列向量组是 a,.a 2 •••_<*■ ■•则 

P 6 ImA 

<=>线性方程组有解 
4=> <Ci <a 2 ，— .a. >. 

因此 ImA = <ai，a2 〆••<*„> (2) 

即，由 ⑴式定 义的线性映射十巧率 ( 值域>等于矩阵$印$罕呼，从而是 K 1 的一个子 
空间。 

事实3设数域 K 上齐次线性方程组 AX = 0 的解空间是 W， 则 
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ri ^ W ^ Ar\ = 0 ㈡ i4(i|) = 0. 

由此受到启发，引出下述概念。 

定义6 设是 K •到 K ‘的一个映射, K •的一个子集 
{a ^ K " |«( a ) = 0} 

称为映射 的核，记作 Kera . 

容易验证，如果 <7是/0到 K ， 的一 个导竿年取 ，那么 Kew 是 K - 的一个〒罕〒。 

对于由 （1) 式定义的线性映射 A , 从事釜 '3 棬 i 

KerA = W . (3) 

BP , 由 （ 1>式定义的线性映射 A 的核等于齐次线性方程组4子=? 吟枣罕 唔。 

由（1>式定义的线性映射 A 的核的维数与 A 的象的维数之间有什么联系？由于 
dimW = n — rank ( A ) = n — dim<ai > a ： .••• ，<*■>， 

因此 dimW + dim < a , . a 2 .•••. a .) = n. 

从而 demKerA + dimJmA = dimK ". (4) 

(4) 式是一个相当重要的公式 • 它表 明：线 性映射 A ( a ) = Ac 的核的维数越小，那么使线性 
方程组 AX = p 冇解的/»组成的子空间 （BP / mA ) 的维数躭越大，即有更多的以 A 为系数矩 
阵的线性方程组有解 • 这种此消彼长的现象被公式（4> 精确地 刻画出 • 又注意 KerA 是 K " 
的一个子空间 ， h / l 是尺’的一个子空间，而它们的维数却被公式 （4) 联系起来了，这是一 
个多么漂亮的公式！ 

4.7.2 典型例题 

例 1 设 /: S — S ', g , S '— S *. 证明： 

(1) 如果/和 k 都是单射.那么 gy ■也是 单射‘ 

(2) 如果/和 g 都是满射•那么 g / 也是满射； 

(3) 如果/和 g 都是双射，那么《/也是双射： 

(4) 如果/和 g 都是可逆映射，那么 g / 也是可逆映射. 

证明 （1) 设/和 g 都是单射•设 

g (/( a ,))= g (/( a 2 )). 由于 g •是单射，因此 /(〜）=/(〜>• 由于/是单射，因此 a ,= a 2 , 
从而 g / 是单射. 

(2) 设/和 g 都是满射《任取由于 g 是满射，因此存在 a '€ S '， 使得 a "= 
g ( a ')。 由于/是满射，因此存在 KS , 使得 a ' = /( ah 从而 

a = g ( a ) = gCf ( a ))= ( gf ) Ca ). 
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因此&/是满射。 

(3) 由 （1) 和 （2) 立即得到。 

(4) 由 （3) 和定理2立即得到。 

例2设/是有限集5=恤,，〜，> 到自身的一个 映射。证明： 

(1) 如果/是单射，那么/也是满射。 

(2) 如果/是满射，那么/也是单射。 

证明 （1) 设/是单射，则 / U ,),/(〜）， …， / U ,) 两两不等，从而/的值域 /( S ) 含 
有《个元索.又由于 /< S )< S , 且 S 也含有 n 个元素，因此 /( S ) = S ，从而/是满射 • 

(2) 设/是满射，如果/不是单射，那么有两个不同的元素使得 /( a .) = /( 〜）。 
从而 /( S > 所含元索个数小于 n 。 于是 /( S > SS 。 这与/是满射矛盾.因此/是单射。 

例3设 S 和 S ' 是两个有限集，证 明：如 果存在 S 到 S ' 的一个双射/,那么 | S | = | S '|， 
其中 | S | 表示有限集 S 所含元素的个数。 

证明设集合 S = { a , ,〜，•••，〜}•由于/是单射，因此 • 

/< S ) = {/( ai )，/( a :)， …， /( a .) } ， 

|/( S )|= n . 由于/是满射，因此 /( S ) = S '。 从而 

I S ’ | = | /( S ) | — n = | S | 

例 4设 S 和 S ' 是两个集合，如果存在 S 到 S ' 的一个双射/,那么称 S 和 S ' 有相同的 
基数，记作 1 S | = 1 S '|。 证明： 整数集 Z 与偶数集（记作 2 Z ) 有相同的基数 • 

证明令/: Z — -2 Z 
m I- ► 2m 

显然 f 是 Z 到 2 Z 的一个映射，并且是单射，满射。因此/是双射 • 从而 Z 与 2 Z 有相同 
的基数。 

例5设 A 是数域 K 上矩阵•令 

A-. K ， ― - K ' 

a | —- Aa 

则 A 是 K - 到 K ' 的一个线性 映射。证明： 

(1〉 A 是单射当且仅当 KerA =(0>, 

(2) A 是满射当且仅当 

(3) 当5=” 时, A 是单射当 R 仅当 A 是满射，从而 A 是双射。 

证明 （1) 必要性。设 A 是单射。任取 aeKeivl 。 则 

A ( a ) = 0 = ACO ). 

由此推出 ， a = 因此 Ker <4={0}。 
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充分性。设 KerA ={ Oi 。 取的 ， u z € K " ，且 AkJsACciz )。 

则 0= A ( cii >— i 4( ur 2 ) =^ 11—^402 =< A(ai — a 2 )= i 4 (ai 一 a 2 )。 

从而 ai ~ a 2 6 KerA e 由于 KerA ={0} ，因此 a 】 一<* 2 = 0。即 ai = a 2 。 因此 A 是单射。 

(2) 由满射的定义立即得到。 

(3) 当5 = 71时，由本节公式(4> 得 

A 是单射 ㈡ KerA ={0) <=> dimKerA = 0 
<=> d'xmlmA =dimK m 
㈡ ImA -= K m 
㈡ A 是满射。 

例 6 设数域 K 上的 3 X 4 矩阵 A 为 

10 11 
A = 3 14 7 

— 110 3 

令 A ( a ) = Aa » V a 6 

分别求 /mA 和 KerA 的一个基和维数. 

解 ImA 等于 A 的列空间，因此求 / mA 的一个基和维数就是求矩阵 A 的列向量组的 
一个极大线性无关组和秩. KerA 等于 AX = 0 的解空间，同此求 KerA 的一个基就是求 
AX =0 的一个*础 解系。 这些都可以通过对矩阵 A 作初等行变换化成简化行阶梯形来 
求得： 



10 11 、 


10 11 

A —- 

0 114 


0 114 


0 114 


0 0 0 0 


由此看出， A 的第1、2列是 hA 的一个基, dim/mA=2。 

由公式 （4) 得。 dimKerA = 4-2 = 2. 

AX=0 的一般解垃 

jx> =— x 3 — X4 * 
lx 2 = — J：3 — 4 j ：4 * 

其中是自由未知 M。 由此得出 ，AX=0 的一个基础解系是 
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于是不， 1 | 2 是 KerA 的一个基。 

例7氨 （ N 2 H 4 ) 与四氧化二氮 （ N 2 0 4 ) 结合形成氮气 ( N 2 ) 和水 （ H 2 0): 

N 2 H 4 4- N 2 0 4 — - N 2 + H z O . 

平衡此化学反应的左、右边，即两边各元素的原子个数相同。 

解设化学反应式为 

xN 2 H 4 + , yN2 0 4 = « N 2 + u ; H 2 0， 

其中 : r 、： y 、 z 、 u ; 是待定的正整数。上述化学反应式左右两边原子 N 、 H 、0 的个数应分别相 
等，于是得出 

2 j -\- 2 y = Zz 9 
< 4x = 2 iv 9 
\y = w . 

即 

f x 4 - y — z = 0 * 

2 x i = 0, (1) 

Ay — w = 0 . 

令 

1 1 一 1 0 

A = 2 0 0 — 1 

0 4 0 一 1 

容易看出 A 的第1、2、3列组成的3阶子式不等于0,因此 rank ( A )=3. 从而齐次线性方程 
组 （1) 的解空间 W 的维数 dimVV = 4- rank ( A ) = 4-3= l . 因此方程组 （1) 的基础解系含1 
个解向鐶。从而方稈组 （ U 只有一个自由未知最。取災为自由未知量.则 



令1^=4,得到一个基础 解系： 

tj = (2,1,3,4> , . 

因此上述化学反应式为 

2 N 2 H t + N 2 0, = 3 N 2 +4 H : 0. 

点评： 

从例 7 的解®过程看出，平衡化学反应方程式可归结为求齐次线性方程组的一个基础 
解系，也就是求线性映射的核的一个基•利用 KerA 的维数的信息可以较快地 
求出 KerA 的一个基。 

例8某产品公司租了两个仓库，记作它们可分别存储80吨和60吨产品。该 
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公司向两个商店(记作 S ,&) 发送产品， S > 和&分别能存储产品 a 吨和6吨。要求存储在仓 
库的产品都必须发送出去，试问 :仓库 W ,， W 2 应分别向商店 S , ，&发送多少吨产品？ a 、 b 满 
足什么条件时，此问题有解？求此问题的可行解。 

解设仓库应向商店 S , 发送: r v 吨产品，《 = 1，2:) = 1,2。根据题意，并且充分发挥 
S , 和&的存储能力，得 

xn +Xi2= 80 ， 

工21 + 文22，60， （2) 

Ill -f X 2 1= a. 

Xm 4- x u = b. 

先把线性方程组 （2) 的增广矩阵化成简化行阶梯形 矩阵： 

fl 1 0 0 801 fl 1 0 0 80 1 


1 

0 

0 

80 

0 

1 

1 

60 

0 

1 

0 

a 

1 

0 

1 

b 

0 

0 


80 

0 

1 


b 

1 

1 


60 

1 

1 

a -\- b - 


-110a 
1 0 1 
10 0-1 
0 10 1 

0 0 1 1 

0 0 0 0 


80 — 6 ' 
b 
60 

a -\- b - U 0. 


于是当 a + 时，方程组 （2 ) 有解 • 即当商店 S , 和 S 2 能够存储仓库和所存储 

的产品的总数80 + 60=140吨时，方程组 （2) 有解 • 由于阶梯形矩阵的非零行个数小于未 
知1个数4,因此方程组（2>有无穷多个解。方程组 （2) 的一般解是 

Xu = Xit +80 — 6 ， 

** X\t =— Xn -f b ， 
x t \ =— Xn + 60 • 

其中 x 22 是自由未知量。于是方程组 （2) 的一个特解 y 。 为 

To = (80 — 6,6,60,0 广 

导出组的一个基础解系为 

7 J = (1 ， 一 1，一 1，1)' 

因此方程组 （2) 的解集为 

{n + 切 U e Q } 

= { (80 — b kyb ^ — kyk ') > \k G Q > 

此问题的可行解应 满足： 
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80 — 6 + 々> 0 ， b - k ^ O , 60 — 々> 0 ， k ^ O , 

即 

b-SO^k^b, 

- 0 < A < 60, 

0<6< 140 

即 max {6-80,0} 6,60 } ,0<6<140. 

因此这个问题的可行解为 

(80 — b + k,b — ^*60 — k^kY 9 

其中 max {6-80 f 0) O < min (6,60) ,0 O <140. 

点评： 

例 8 是处理产品从仓库到商店的分配问题，这厲于管理科学的问题。例 8 解决的是商 
店 S , 和 S 2 恰好能存储仓库 W , 和 W 2 分配给它们的产品这样的特殊情形。这种悄形归结 
为解线性方程组 AX = f 也就是归结为判断/»是否属于 A 的列空间？或者说/»是否《于线 
性映射 A ( eO = Aa 的象 • 

习题 4.7 

1 . 判断下列对应法则是否为 R 到自身的映射？是否单射？是否满射？ 

(l)xi - ► X 5 » ( 2 ) 11 — -x z —xt 

C3) x I- - V t (4) x I - »■ lnx 

2. 设数域 K 上的 3 X 4 矩阵 A 为 

10 2 1 

A = — 1 2 1 3 < 

12 5 5 

令 A(a) = Aa< V 06K '. 

分别求 ZmA 和 KerA 的一个基以及维数。 

3 . 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，令 

A(a) = Aa . a € K" 

证 明：线 性映射 A 是可逆映射当且仅当矩阵 A 是可逆矩阵。 

4. 紧急情况下产生氧气 ( C ) 2 ) 的氧气罩包含超氣化钾 （ KO z )。 在空气下，它与二氧化 
碳.水按如下反应式反应产生 氣气： 

K 0 2 + H 2 0 + C 02 — - khco 3 + Oj . 

平衡这个化学反应式。 

5. 在本节例 8 中,.运输一吨产品到各个商店的费用（单位 :元) 可以用下表来表示： 
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s , 

s . 


800 

450 

W 2 

600 

550 


(1) 写出从仓库到两个商店的运输费用函数/。 

(2) 当商店 S 2 存储产品的吨数6给定时<0<6<140)，求出使运输费用最低的分 
配方案。 


补充題四 

1. 证明 ：如果 A 是幂等矩阵，那么 2 A — J 是对合矩阵；反之，如果 B 是对合矩阵，那么 

是幂等矩阵 • 

证明设 A 是幂等矩阵，则 

(2A — /)* = 4A 2 — 4A + 7 = 4A — 4A + / = I. 

同此 2 A —/ 是对合矩阵。 

设 B 是对合矩阵，则 

[+(B + /)] 2 = +(B 2 +2B + J> = jU + ZB + I) = + 

因此 是幂等矩阵 • 

2 . 证明 ：数域 K 上与所冇行列式为1的”级矩阵可交换的矩阵一定是”级数 fi 矩阵 • 
证明设 A =(\> 是数域 K 上的； I 级矩阵，它与行列式为1的 n 级矩阵都可交 

换。由于 

\ I En\ = 1 * ^ 二之』，…，”； 

\I + E 2l \=h 

因此 ACZ+E,, ) = (/+£,>) A, j = 2,3, … ， ; i. 

A(I+£ 2 ,) = (/+E 21 )A. 

由此得出 

0 … 0 … 

••• ••• ••• ••• 

0 … 0 … 


0 • 

• 0 

^ j 

an 

0 •• 

• 0 


0 • 

n • 

• 0 

. n 

an 

0 • 

n • 

• 0 

• 0 



.!<>< 
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a 12 0 

… 0 


0 

0 • 

• 0 

an 0 

… 0 

= 

an 

a i2 • 

• a u 

a n2 0 

… 0 



0 • 

• 0 . 


从而 a tx =0,… .aj.j-i =0,a n =a u =0,…， a— =0，l<j<n. 

ai2 =0, — , ai .=0. 

因此 A = a n I. 

3. 证明 ：数域 K 上与所有 n 级可逆矩阵可交换的矩阵一定是 n 级数童 矩阵。 

证法一设数域 K 上矩阵 A 与所有；I级可逆矩阵可交换，则 A 与所有行列式为1的 
n 级矩阵可交换，因此 A 是 n 级数1矩阵. ， 

证法二设 B 是数域 K 上 任一” 级矩阵。令 

B(t) = B + fJ. 

由于 |BG)| = |B+fJ 丨是/的^!次多项式，同此它在 K 中的根的个数不超过从而存在 
“e/c, 使 

I B(to) 1 = 1 B + U I 关 0. 

从而 BU) 可逆，即 B+t。/ 可逆。 

设数域 K 上的矩阵 A 与所有"级可逆矩阵可交换，则 A 与 B(t。） 可交换，即 
A(.B + t 0 I) = CR + toDA, 

由此得出， AB = BA. 

由于 B 是数域 K 上任一 级矩阵，因此 A 是”级数最矩阵《 

点评： 

第3题的证法二表 明：对 于数域 K 上任一 n 级矩阵 B , 存在使得 B+t。/ 为可逆 
矩阵，并且这样的有无穷 多个。 


4. 证 明：如 果整数 a 、6 都能表示成两个整数的平方和，那么以也能表示成两个整数的 
平 方和。 

证明设4» = «?+”！， b = m \ + m , , n ,, m ,€ Z , i = l ,2. 

令 

A = I 

n 2 — n ,) 

AA " = ( n ?+ n | )/= a /. 


则 
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设於=(爪1 ，m 2 )， 则 ^=m?+mi=6。 从而 

ab= afip’ = p(al)p ， = /KAA')〆 = (fiA'KfiAY 
=(miTii m 2 n 2 *mi w 2 — m 2 n! )(/14 )' 

={mini -H m 2 n 2 y -f- (mifi 2 — mzrii ) 2 . 

5. 把 533 表示成两个整数的平方和。 

解 533 =13X41 = (4 + 9)X(16 + 25) 

= (2X4 + 3X5) 2 + (3X4 — 2X5) 2 
= 23 z +2* 

6. 证明： 如果整数 a, 6都能表示成4个整数的平方和，那么也能表示成4个整数的 
平方和。 

证明设 a = n5+n|+”5+n5 ， 6=/n?+m! 十爪5，”.，饥 . 6 Z，£=l ，2,3,4。令 
Wi n 2 n 3 n A 
n 2 — rt\ Hi 一 ”3 

A = 

- ri A — n x n 2 
n A n % 一 n 2 — n x 

则 AA f = (.n\-\-nl-\-n\ -\~n\ )I = aI. 

设/ > = (mi，m 2 ，m 3 ) ，则 = m] -h m] m] ^ ml = b . 从而 
ab = afiP ^ /Ka/)〆 =fiAA fi' = 

其中 fiA = (mini + m 2 n 2 Tn 3 ni m A n A 9 m x n 2 — m 2 n\ — m 5 n 4 + m A n 3 » 

m!n 3 4 m 2 n 4 — m 3 n\ — m^nu mjn 4 — m 2 n 3 + m 3 n 2 一 m，〜) 

因此 ab = (mini -f m 2 n 2 + m 3 /i 3 + m A n K ) 2 + im x nz — m 2 rii — m 3 ;i 4 + m 4 n 3 ) 2 

+ inti rii + m 2 n 4 — m^nx — m 4 n 2 〉 2 + (min 4 m 2 n 3 4~ m 3 n2 Tti^ri\ ) z . 

7. 把 1457 表示成 4 个整数的平方和。 

解 1457 =31X47=(l 2 + l 2 +2 2 +5 l )X(l* + l 2 +3 2 +6 2 ) 

= (1 + 1 十 6 + 30) 2 + (1 — 1 一 15 + 12) 2 + (2 + 5-3 — 6) 2 + (5-2 + 3 — 6) 2 
= 38 2 + 3 2 +2 2 +0 2 

•8. 证 明：如 果整数 a、6 都能表示成形式为 

•r 3 + y + Z 3 — Zxyz 
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的数，那么 M 也能表示成这种形式 的数。 

证明 据本章 4. 2 节的例 11 的结论，得 

x y z 

■ r 3 + y + z 3 — 3 xyz = z x y = | x / + yC + zC. z \ , 
y z jc 

其中 

0 1 0 
C = 0 0 1 
1 0 0 

是循环移位 矩阵。 据本章 4. 2 节的例 10 的结论有 0 = 7. 

设 a = a } +al +03 — 3 aia 2 a a . b = b \ + 6J — 361626 ” 则 
ab = laiZ + ajC + ajC 2 1 | 6 , /+6 2 0+6 3 (7 | 

=I ( a , Z + ajC + ajC 2 )( 6 , ) | 

=| (< i | A | + a 2 bi + aibz ) l -\-(, a \ bt + azb \ + a i b 3 ) C -¥(. a l b l + aib t + a i b \ ) C * | 

=( ai b \ + a z b 3 + a 3 b 2 ) J + ia , b z + a z b \ + a ) b ) ') i + (. aib 3 + a t b t + a t bi ) 3 
— 3 (aj 6 i +0263+0362)(0162 + 0261 +0363)(0165+0262+0361) 

9. 实数域 h 每一行 （列〉 的元素之和都等于 1 的非负矩阵（即矩阵的元索都是非负数) 
称为行 （列） 随机矩阵。 证明： 

( 1 ) 非负矩阵人•是行随机矩阵当且仅当 Al _ = l , ; 

( 2 ) 非负矩阵 A , x •是 列随机矩阵当且仅当= 

(3) 若 A , X ,, B , X ，都是行（列>随机矩阵，则 AB 也是行（列）随机矩阵。 

(4) BJ 逆的行(列）随机矩阵的逆是行（列）和都为1的矩阵。 

证明 

( 1 ) 由定义立即 得到； 

( 2 ) 由定义立即得到《 

(3) 设都是行随机矩阵，则 

( Ai 3) l , = A ( B 1.) = Al . = 1" 

因此 AB 是行随机矩阵。 

设都是列随机矩阵，则 

1 ：(/\ B ) = (1； A)B = 1 ：B = 1； 

因此 AB 是列随机矩阵。 
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(4) 设 A 是 rz 级可逆行 （列〉 随机矩阵，则 A 的行（列〉和都为1,从而 / T 1 的行（列）和 

都为 

10 . 设 A =( 七）为实数域上的 n 级矩阵。证明 ：如果 

a . > 0, i = 1，2,…， / I ; 

< 0, i 7 . i ". = 1，2,•••,；!; 

=0, i = 1，2,…， n ， 

那么 rank ( A ) = n —1. 

证明从第 3 个条件肴出， A 的每行的元索之和为0,因此 A 1，=0。 这表明齐次线性 
方程组 AX = 0 有非零解从而 | A |=0. 

对于,从第3和第2个条件得 

at. =- 2a„ = X )丨 丨 > l a «i 1+ …+ |a“—i 丨 + Ia..n-i 丨 + …+ I I . 

对 A 的前 n -1 行和前 M -1 列组成的1级子矩阵 A , 用补充题三第1题的结论，得 

| A , |>0. 

这表明 A 有一个”一1阶子式不为0,因此 rank ( A ) = »—1. 

11. —个区组设计是把 u 个不同的对象编进6个区组里的一种安排方法，要求满足下 
面两个条件 I 

(1) 每个区组恰好包含 A 个不同的对象 

(2) 每两个不同的对象一起恰好出现在 A 个区组里，其中称为参数。一个参 

数为 （ x <,64， A > 的区组设计可以用一个 vXb 矩阵 M 来表示，其中 

|1,当对象 P , 出现在区组里， 

M(i；>) = ( 

丨0,否则. 

这个矩阵 M 称为区组设计 的关联矩阵。 证明： 

(1) M 的每一列元索的和（简称为 列和〉 都等于 h 

(2) M 的每两行的内积等于 A ; 

(3) M 的每一行元素的和（简称为行和）是个常数,它等于把这个数记作~从 


而有 


(4) vr=bk. 


X(.v — 1) = rik — 1) ; 
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证明 （1) 由区组设计的第1个条件得 

V 

= k 9 ) = 1 ， 2,… ， 6. 

•-I 

即 M 的每一列的列和都等于是。 

(2) 取 M 的第 i 行和第 m 行，分别记作 

P . 与起出现在区组里 ㈡ = l 且 = 

于是由区组设计的第2个条件，得 

b 

(y,.y«) = = A 

(3) 任意给定2, •••,!；}, 同^表示第丨行的行和。用两种方法计算行向童 y , 与 
其余行向最…， i — i ，*_+ i 的内积之和： 

= (1/ 一 1)A * 

/#_ 

S<r..r/) = 

J 一 I i*i >-l >-1 /#« 

=1 • (^ — 1) + 1 • (ife - 1> + … + 1 • (是 ~~1). =( 走一 l)r“ 

因此 
由此得出 

其中 :_=1,2, … , i / a 因此 M 的每一行的行和是常数4^^. 

把这个常数记作〜则 

A(v— 1) = r(k — 1). 

(4) 用两种方法计算 M 的元索之和，立即得到 

vr = bk. 

点评： 

从第11题的第(3)、(4> 小题得 

A ( p — 1) ，— Xviv — 1) 

r = ^ T ' 6 一 kV-TT 



(x;-l)A = ( 卜 l)r.. 
A ( t /-1) 



因此今后写区组设计的参数时，只需要写出（％々以）。 
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12. 设 M 是参数为 （ v ， ife ， A ) 的区组设计的关联矩阵，求 MM / ,| MM / | t rank ( MM / )„ 
解 设 M 的行向童组为 y ,， y 2 ，… n 。 

则 MM \ i “）= ( y , ， y ,) = I 2 +1 2 + …+1 2 = r . 


因此 


MM / (i；/) = (y l ， r/)=A. 
MM' = (r ■ — A)J V +AJ ， 


其中 J 表示元素全为 1 的 u 级矩阵， 

| MM f | = 丨 (r •- A)(Z W + 广 jl? 丄 )| 

= (r — A )* I Ii + r I 


= ( r - A )*( l +^ v ) 

=( r - A) , *'[r + A < v - l )]. 
由于 A ( w — l)=Kife —1)， A < v ， 因此 r > A 。 从而 
I MM ' I 5^0. 于是 rank ( MM ’> = v . 


13. 证明： 参数为 （ tsife , A ) 的区组设计必满足 

v ^ 6. 

证明 M 是实矩阵，于是 

b ^ rank(M) = rank(MM f ) = v. 

14. V =6 的区组设计称为对称设计 • 证 明：若 区组设计为对称设计，且它的关联矩阵 
为 JW ， 则 

(1) r=k, A(v—1)=^(^ — 1)» 

( 2 ) = 

(3) 当 v 为偶数时 ，♦一 A — 定是平方数（即某个整数的平方 ）• 

证明 

(1) 由于 因此当 t ； =6 时，有 从而 A(v—1> = 6(* — 1 )。 

(2) 由于 rank(M> = rank(MM')=v ，因此 iVf 可逆。从而 

M'M= M-'MM'M = M-'[(i-A)/ + A7]M 

= (,k-X)I + M~'kJM = (.k-X~)I + M-'XkJ 
= (.k-X)I + M-'XMJ = (,k-X)I + Xj = MM'. 
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(3) 由于. 

I J 


=( 卜义广 [ 是 + 义 ( 1 ^- 1 )] = a-x^'lk + ka-i)^ 
= (.k-X^'k 2 , 


因此 


(,k-X) 

从而当^是偶数时 A —定是平方数。 


, | = | M || | = | M | 2 . 

=m 


15. 元索全为整数的矩阵称为整数矩阵。对于一个整数矩阵 A , 如果存在一个整数矩 
阵 J 3, 使得 AB = BA =7, 那么称 A 是 Z 上的可逆矩阵。证 明：整 数矩阵 A 是 Z 上的可逆矩 
阵当且仅当 | A |=±1。 

证明必要性。设整数矩阵 A 是 Z 上可逆矩阵，则存在整数矩阵 fJ , 使得 AB =/ ，从 
而丨由于 | A |、| BI 都是整数，因此 IAI = ±1. 

充分性。设整数矩阵 A 的行列式等十1或一 1•则 

A ' 1 - =±A' 

I A \ 

由于 A •也是整数矩阵，因此 A 是 Z 上可逆矩阵。 

16. 考虑几个城市之间是否有航班连接的问题。令 

A/ |1,当城市 C . 有直飞 C , 的航班 i 

槪) 叫0,否则， 

n 级矩阵 A 称为邻接矩阵。 证明： 从城市 C , 到(：> 所需要的航班个数等于使关0的 
M 小正 整数人 

证明 G 到(：，所需航班个数为 l « A ( iu ) = l » 

C , 到 C , 所需航班个数为2 

㈡ 存在 C t 使得 C , 到 C * 有直飞航班，且 C , 到 C , 有直飞航班，而 C , 到 C , 没有直飞 

航班 

㈡ 存在是使得 A ( iJ > = l 且 = 而 A ( i ; p =0 
㈡ A 2 ( i ; j ) = y ^, A ( i -, m ) A (. mjj ) 尹 0,而 A ( i ； j ) = 0. 

假设对于从一个 i 市到另一个城市所需航班个数为 Z —1 时，命题 为真。 则 C , 到 C y 所 
需航班个数为 Z 
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㈡ 存在 C* 使得 C. 到 C* 有 /_s 个航班，且 C 4 到 Q 有 5 个航班 G=l,2 ， w ， /—1) 
㈡ 存在是使得 Ah(f; 々） #0, 且八以 … 关 0, 而对一切 m€U,2 , …， ”}, 有 
A^^dim) = 0, 或 A*(m;j) = 0 

<=> A l Uij) = (A^A^Uij) = 关 0 ,而 

m ~ 1 

A'-Hitj) = (A ,1 - 1 A* )(«；>) = '^A H, ~ , (.iim)A , (.m,j'> = 0. 

m - 1 

由数学归纳法原理，命題为真。 


17. 设8个城市（^，(^，…，(^之间航班的邻接矩阵 A 为 
0 1 0 0 0 0 0 r 

oooooioo 

1 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 

■4 = 

00100000 
0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 

1 0 0 0 1 0 0 0 


从哪个城市到哪个城市恰好需要2个航班？ 

提示： 计算 A 2 , 然后用第 16® 的结论，可得出： 

C , 到 C 5 ， C , 到 C , ， C 2 到 C « ， C , 到 C 2 ， C , 到 G ，到 C , ， C s 到 C , ， 

C 5 到 C 4 , C « 到 C 7 , C 7 到 C M C , 到 C s ， C , 到 C :， C , 到 C 3 恰好箔要2 
个航班。 


18. 证明 ：如果 A ,, A ：,-, A . 都是 ” 级上三角矩阵，且它们的主对角元全为0,那么 
Ai A 2 …=0。 

证明设- m = l ，2, …， /«• 据本章 4.2 节的命题3的证法二中 （4) 式，得 
A , A 2 ( ii « + 1) = 2 a " > a 5 -' ， *i = = 0,其中 I ’ = 1，2,…， n - 1 

假设 A , A ,— A ““ f +1)= A,«(“i + 2>=^..= A , A ,- A t (.iti + k - l ) == 0 , 
则对于有 

A,A 2 —A»Ah.i (in' +»i) = + 
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= Ai A 2 ".A*(i，i + m)A^+i (i + in;i + m〉= 0 
由数学归纳法原理 ，对一 切大于 1 的正整数 m , 有 

A 1 Ar..A > (t. l i+l)=A l AfA_(i".+2) = ".=A 1 A,“.A >1 (i"'+»n-l>=0. 
由此推出 

AiAj—A.(«ii + l) = — =AiAi—A»(«if+»—l)=0.f=l»2 > — ,n—1. 
因此 AA 2 … A, = 0. 


19. 求出数域 K 上所有2级对合矩阵. 

解设 A== ^ ^是数域 K 上2级对合矩阵，则 A z = 丨.于是 |A| 2 = 1, 从而 |A|=±1. 
情形 1 |A |=1, 由于 =A •，因此 



由此得出， a = tf，6 = 0, (: = 0。由 f 1A| =“c/— 6t. = ac/ = a 2 ，因此 <2 2 = 1，从而 ^=士1。于是 


X 二 ). 


显然 Z 和 一/ 都是对合矩阵。 

情形2 |A| = — 1•此时 A = A— l = _A •，因此 

(: ：)=-(-, '：)• 

由此得出， 0 = —么 从而一1=|八丨=^ — 6<：=—《2 2 —6(：，即《2 2 +&=1。因此 

-(：- J - 

其中 a z + bc =\, a , b , ceK . 易验证这种类型的2级矩阵的确是对合矩阵， 

综上所述，数域 K 上所有2级对合矩阵是 

Co il'fo 1 -i)'C -J ,al+&： = 1,a,6，c6K - 


20. 求出数域 K 上所有2级幂等矩阵 • 

解设 A 是2级幂等矩阵.则 

rank ( A ) 4- rank ( I — A ) = 2. 
情形 1 rank ( A ) = 0 •则 A = 0, 





情形 2 rank ( A ) = 2， 则 rank (/— A )=0 o 从而 J—A = 0, 即 A = l 0 
情形 3 rank ( A ) = l 。 则 




其中 a ,6 不全为0。 a ，6，/ fe € K 。 
若 A 为前者，则 


A 1 = [( i )( a ，6)] [(上 )( a ， A )]= (a + A 6) A . 


由于 A 2 = A ，因此 a + /?6= l 。 从而 a = l —沾 • 于是 

t 1 — ^6 b \ 


A = ( 1 一 ), b,keK. 

\ k ( l - kb ) kb ) 


易验证所求出的 A 的确是幂等矩阵， 
若 A 为后者，则类似地可求出 


a I — ka \ ” 

A= L kil-ka))' a ' keK - 


易验证所求出的 A 的确是幂等矩阵. 

综上所述，数域 K 上所有2级幂等矩阵是 

“ Cl :)，。 J -， 

•21. 设 A 是实数域上的 n 级矩阵，证明：如果 A 的所有顺序主子式都大于0,且 A 的 
所有非主对角元都小于0,那么 A — 1 的每个元素都大于 0. 

证明对矩阵的级数 n 用数学归纳法 • 

«=1 时 , A = U ), 由已知条件得 , a >0. 而因此 / T 1 的元索大于0。 
假设对于”一 1级实矩阵命题为真，现在来看”级实矩阵 A = ( a *) 的情形•令 

fA, a 1 

A ^{P a.j 

由于丨 A ，丨 = A ^ 二二二二 D >0, 因此 A , 可逆。据本章 4. 5节的典型例题的例28的证明 
过程，得 


0| [ A , a 

lj ! P o •— 


0 a . -fiAx 
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由此得出， 

从而 

a - — AVa >0. 

据本章 4. 5节的例16的结果得 

_ |Ar' +Ai'a(,a m -pAT'ar'fiAT i - Ar'a(a- -/^r'a) -1 
-( a --Wa>-W (^-/Wr'ar'' 

显然 ，（ a -—/ W , ' o ) '>0. 由于 A , 的所有顺序主子式是 A 的 1 阶 ，2 阶 ，…， n — 1阶顺序 
主子式。且 A , 的非主对角元都是 A 的非主对角元，因此据归纳假设得， Ar 1 的每个元素 
都大于0。由于 《./» 的每个元素都小于0,因此 

-Ar'aCa. -fi.AT' a r', - (a„ - fiA,'aV'fL\T' 

的每个元索都大于0。由于 a / I 的每个元素都大于 0, 因此 

AT' +A7'a(a. -fiAT'ar'fiAi 1 = AT' + (a. - ^T'ar'AT'afiA]' 

的每个元岽都大于0。综上所述得 , A 1 的每个元家都大于 
据数学归纳法原理，对一切正整数》.命题为真 • 


22. 设 A 、 B 都是复数域匕的”级矩阵，证 明: 

|A -B 


B A 


|A + iB | | A - iB | , 


其中 i 2 = - l . 


证明 


(b "；) 


① +“/>•© /A + iB — B + IA \ 


\ / A 4 -iB 0 \ 

/ B A - iB / 


B 


A 


于是 



两边取行列式，得 


Xn B )(: -XT 


A -\ B ) 



23. 设 A 、 B 分别是 sX n 、 nXs 矩阵，且 A 关0。 证明： 

A"|A/,-AB| = A'|A/.-BA| 

证明用本章 4. 5 节的命題 2 的结论得 

A"|A/,-AB| = A*|A(/,-A-'AB)| = A* . A. | J, - A— 1 AB | 




第 4 章矩阵的运箅 


• 281 • 


= AU- 1 ~ A -1 BA | = A* U (/. - A 1 BA ) | = A* |A/. - BA | 

24. 设 H 是实数域上的 n 级矩阵，它的元素为1 或一 1。如果 HH ' = n J , 那么称 H 是 
n 级 Hadamard 矩阵。 证明： 元素为1或 一 1的》级矩阵 H 是 Hadamard 矩阵当且仅当 H 
的任意两行都正交。 

证明设 H 是元素为1 或一 1的72级矩阵，它的行向量组为 y ,， y 2 ，…， y n 。 则 
H 为 Hadamard 矩阵 
« HH' = nI 



1 ， 


n 0 •• 

• 0 

㈡ 

y 2 

(r/.y! 7 . -•//) = 

0 n a, 

，• 0 


y”. 


0 0 •. 

，• n 


, 卜，当 «=>. 

㈡ H = lo , 当的. 

㈡ （ n >=0 当*关). 

注意 ：（ y ,= n 是显然的* 

25. 说明下列矩阵都是 Hadamard 矩阵: 



提示： 验证 H ,, H Z 的任意两行都正交。 

26. 设 /\ = (%)， B =(\) 分别是数域 K 上的 ri 级、 // I 级矩阵。下述矩阵 
an B a 12 B … a u B 
a 2 \ B a 2 2B … a 2m B 

a m} B a』 … a^B 

称为 A 与 B 的 Kronecker 积，记作 A®B 0 证明： 

(1) A®(B-\-C)=A®B-\-A®Ci 

(2) ( B 4- C)®A = B ® A - I - C ® A ； 
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(3) A®{kB) = (.kA)®B=k(.A®B) t 

(4) I,®I m = U: 

(5) (A®B)®C=A®(B®C) i 

(6) (AC)®(BD) = (.A®B)(.C®D), 

(7) 若都可逆，则 A®B 也可逆，且 

(A® B)-' = A-' ® B ' « 

(8) = 其中 A 、 B 分别是 n 级、 m 级矩阵。 


证明 （ 1) 


A® (B + C) = 


a„(B + C) + … C) 

an (B + C) <2 2 :(B + C) ... a 2 . (B + C) 

••• ••• ••• 參籲導 

a,, (B 4- C) a, 2 (B + C) … fl_(B + C) 


a u B 

auB - 

• ai m B 


auC 

a 12 C •• 

• a Xn C 

az\B 

a 22 fi • 

• a im B 

+ 

a 2 iC 

anC •• 

• a Zn C 



• a m B 


<2-1 C 

a^C • 

• a m C 


=A®B+A®C 
(2) 、（ 3) 、（ 4) 都可根据定义直接 验证。 

(5) 设 C=(q) 是 r 级矩阵。 

(A®B)(lil)C 


(A ® B) ®C= 


(A ® B)(l»nm)C 
(A® B)(2 丨 nm)C 


(A® B)(2,1)C 
UAgJBMriTTuDC … (A ® B)(rtm\nm)C 
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A ® ( B ( x ) C ) = 


an (B ® C) a 12 <B@C) … a in (B (x) C) 
c 2 i (B ® C) a 2 2(B®C) … a 2m (B® C) 

〜 i(B®C) 〜（丑 @0 … ® C) 


a n b u C ••• 

a " 厶 i_C 

… a ln b u C •• 

• Q \ mb\ m C 

a \\ b m \C … 

ai 、 b，C 

… a Xm b mX C •• 

• a ! ■厶 _C 

A n \ 6*1 C … 

a-i b 賴 c 

… a m b m \C •• 

• a m b^,C , 


因此 （ A ® B )® C = A ® ( B ® C ) • 

(6) 设 A = (~)， C =( q ) 都是 n 级矩阵， B =(6 V )， D =( A ) 都是 m 级矩阵。则 


( A ® BXC ® D )= 


flnB aizB 
a 22 B 

B 


auB 

ainB 

a m B 


c\\D c x iD 
cuD cuD 

c.iD c mi D 


cuD 

CZnD 

CmD 


=( AC )® ( BD ). 


2 aijc^BD 2 auc it BD — 2 aijC^BD 

>-! i - l 

2 a v Ci，BD 2 a t> c ^ BD "• 2 a a c r- BD 

>-l >-l >■* 

••• 參》籲 ••• ••• 

2 a^c, t BD 2 a^BD … 2 a M c„BD 

/-I >-l >-* 

(7) (A@B) (A '® B' 1 ) = (AA _, )® (BB _, ) = 1,®?-= L ， 同此 A®B 可逆， 

(8) |A®B|= I (AI.)®(.I m B)\ = \ (A@7_)(/,®B) I 

= \A®I.\\I.®B\ 


a n K anl m … a ,. l „ 
a 2 ,I m a 2 2 I m … a 2 .I m 

••• 參■春 ••• ••• 

a„i I m a^l m … a m I m 
\A\ m \B\\ 


B 0 
0 B 


0 0 
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27•设 

H, = (; 

求山并且说明它们都是 Hadamard 矩阵。 

解 

H , ® H , = 



H , © ( H , ® H ,) = 


H ,® H , 
H ,® H , 


H , ® H , 
-( H , ® H ,) 



28. 设 a , 是欧几里得空间『的任意两个向*. 

令 a — (oi , a 2 ，… ，《*,>， 

fi = </li ，良，…， P ,>， 

其中 a , , p , 6 R"'，i=l，2, …， s，”, +n 2 + —n, = n. 

证明 〆 Ot ， P ) = (ai ) + (<*2 ，ft ) + ... + <«*.，/U • 

证明设 a , = ( an ， aa ， …， a ㈣ . >， 

fi , = ( fr.i , b a , …， b _,) 

其中 ，_=1，2, …, s。 则 

(a,fi)= a„b„ + — +a llt , 6、 + … + a,i6,i + … + 

=(ai ./Ji)+... + (a, ， P,) 

29 . 设 H m 、H, 分别是 rw 级、 n 级 Hadamard 矩阵，证明：心是細级 Hadamard 
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矩阵。 

证明设，其中岣=±1。则 

h u H m h i2 H n … h lm H n 

__ ^ ^2! h 22 H m ― h 2 m H n 

H m ® H n = 

««■ ••• »»■ 
h m , H. h M H. - h^H. 

设 的行向*组是 y ,,&,•••, y -。 在 H m ® H . 中任取两个不同的行 t 

(.h i ,ri<h, 2 r,f—yh m ri'>. 

当 i = j 时，必有这两行的内积为 


，上述两行的内积为 

■ 、■ ■ / 1 f \ I I t. i. \.. _ f\ 


关 / 时，容易算出上述两行的内积等于 o * 

因此是 mn 级 Hadamard 矩阵。 

30. 设 A 是数域 K 上 n 级可逆矩阵 ， aj 是 K 上”维列向京，且1十矿/^ 1 a #0。 


(. A + afi ' r ' = A *'- 


归结为证 


提示 ：去证 （ A + a〆 ） 卜-■一 〜/為 ^ A -' afA -'^ I . 

为证 /_ iV ^ /_ iVa -' o 0 ^ A 1=0 . 


31. 证明 ：如果 A 、 B 都是 n 级 TE 交矩阵，且 I A | + | B |=0, 那么 A + B 不可逆。 
提示 ：类似 于本章 4. 4节的 典型例 题的例11第 （1) 小题的 证法。 
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从第1章至第4章，可看到矩阵的初等行 （列） 变换起着十分重要的作用。自然 要问： 
什么样的两个矩阵能够经过初等行变换和初等列变换从一个变成另一个？也就是说，要利 
用矩阵的初等行(列）变换把数域 K 上 sXn 矩阵的集合进行分类。我们将看到这种分类有 
许多应用。 

在许多实际问越中都要求计算一个 n 级矩阵 A 的方幕 A -。 有没有比较简便的方法求 
A'? 有些特殊矩阵的方幂是很容易计算的，例如，对角矩阵 D=diagW, ,"•,£/，>的方幂 
D - sdiagW ?,...,#}。 如果能找到”级可逆矩阵 P , 使得厂 1 AP = D ，那么 A = 
PDF' 1 . 从而 

A'= (PDp-iMPDjP-'h-.tPDP- 1 ) 

= PDD-DP-' = PD"P-' 

于是 A " 也耽较容易计 算了。 任给一数域 K 上一个 n 级矩阵 A , 能否找到数域 K 上”级可逆 
矩阵 P , 使 P ^ AP 为对角矩阵？这需要研究形如这样的矩阵与矩阵 A 的关系，按这 
种关系把数域 K 上 n 级矩阵的集合进行分类。在讨论这种分类时，将涉及方阵的特征值和特 
征向量这两个重要概念，它们在数学的各个分支以及自然科学，工程技术中都十分有用。 

本章就是要研究矩阵的上述两种分类。 


5.1 等价关系与集合的划分 


5.1.1 内 容精华 

我们经常需要把一个集合中的元素进行分类》通俗地说,分类就是要把具有某种关系 
的元素放在一起。在数学中，如何刻画元素之间的一种关系呢？由于元素之间的关系必然 
涉及到两个元素，因此首先引进一个概 念：设 S , M 是两个集合，下述集合 
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{(.a,b)\a e S,b e M} 

称为 S 与 M 的笛卡儿积，记作 SXM , 其中两个元素 (<^,6,) 与 （ a 2 ,6 2 ) 如果满足 a ,= a 2 ，且 
6 1 =6 2 ，那么称它们相等,记作0> 1 ，6 1 ) = (^,6 2 )。其次我们从一个日常生活中的例子抽象 
出如何刻画元素之间的一种关系. 

北京大学数学科学学院某年级本科生组成的集合记作 S , 其中数学系、概率统计系、科 
学与工程计算系、信息科学系、金融数学系的学生组成的集合分别记作 S ,、 S 2 、 S 3 、 S ,、 S 5 。 
设 a ,6 GS ， 则 

a 与6是系友（指在同一个系)《 ( a .6)€ U ( S , XS 1 ) 

I - I 

令 w = i ! ks . xs .>, 则 W 是 SXS 的一个子集。于是 
1-1 

a 与6是系友 «=>( a .6 )GW 

从而干脆把子集 W 叫做系友关系.由此抽象出下述 概念： 

定义1设 S 是一个作空集合，我们把 SXS 的一个子集 W 叫做 S 上的一个二元关 
系。 如果那么称 0 与6有 W 关系，如果 （ a ,6) ew , 那么称 a 与6没有 W 关系。 
当 a 与6有 W 关系时，记作 a 〜6。 

定义 2 *合 S 上的一个二元关系〜如果具有下述 性质： \/ a ,6， C € S •有 

(1) a~a (反身 性〉； 

(2) a 〜 b => b~a (对称性>» 

(3) a~bB.b~~c =» a~~c (传递性）. 

那么称〜是 S 上的一 个等价关系。 

定义 3 设〜是集合 S 上的一个等价关系, aeS ， 令 

def _ , 

6 —— <x €：S I j: ~ a} , 

称是由 a 确定的等价类。 

事实 1 a es 。 于是也把 s 称为 a 的等价类. 

事实 2 工 63■㈡ JT~a ， 

事实 3 属于同一个等价类 ㈡ x~y. 

事实 4 T=y « x—y. 

证明 必要性由事实3立即得到。 

充分性。设: T ~： y . 任取 c 6 无，則 m 从而 c ~： y ， 因此 C 65 S 从而■^夕。由于; V ~ x ， 
因此由刚才证得的结论得，夕£1于是？=5。 

a 称为等价类5的一个代表。由亊实4得中每一个元索都可以作为5巧一个代表》 
定理1设〜是集合 S 上的一个等价关系，任取 a ，6 eS , 则 5 =石或者 5 门石=0。 
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证明 如果 5 关来证反门石=0。假如 cGfffl 石，则 re 泛且于是且<：〜6,从 
而 a 〜6,故 a = b 矛盾。 

我们给集合的分类一个严格的 定义： 

定义 4 如果集合 S 是一些非空子 . S t ( i 6/, 这里丨表示指 标集〉 的并集，并且其中不 
相等的子集一定不相交，那么称集合是 S 的一个划分，记作 tt ( S )。 

利用集合 S 上的一个等价关系可以给出 S 的一个划分，即下述定理2: 

定理2 设〜是集合 S 上的一个等价关系，则所有等价类组成的集合是 S 的一个划 
分，记作 JT 〜 （ S )。 

证明 Vaes ， 有 aea ， 因此据定理1得，如果泛关石，那么 dfl 5=0。 从而 
所有等价类组成的集合是 S 的一个划 

在整数集 Z 上定义一个二元关系 如下： 
dc ( 

a ~ b ㈡ 8与 b 被7除所得余数相同， 

此时称 a 与 b 横 7 同余 ，记作 asb ( mod 7). 

显然，模7同余是 Z 上的一个等价关系，共有7个等价类，它们组成的集合是 Z 的一个 
划分： 

{6> i .2,3.4 t 5>6} 

也把这个集合称为 Z 对于棋7同余关系的商集，记作 Z /(7). 因此受到启发，抽象出下述 
概念： 

定义 S 设〜 是集合 S 上的一个等价关系.由所有等价类组成的集合称为 S 对于关 
系〜的商集•记作 s 卜. 

注意： S 的商集 S / 〜里的 元索是 S 的子集，不是 S 的元索。 

5.1.2 典型例题 

例 1在实数集 R 上定义一个二元 关系： 

def 

a 〜 b 〈 > a—beZ 

证明 《(1> 〜是 R 上的一个等价关系； 

(2) 任一等价类5可以找到一个惟一的代表，它属于 [0,1), 从而 R 对于这个关系的商 
集（记作 R / Z ) 与区向 [0,1) 之间有一个——对应。 

证明 （1>任取 a ，6， ceR ， 由于 a — “ = 0€^，因此 a ~ a 。 若 a ~6, 则 a — 对某 
个 m 6 Z 。 于是 6— a =— 从而 6~ a 。 若 a ~*6 且6〜 c ， 则 a — 6= m ，6 —a = n ， w ， n 6 
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Z 。 从而“一 c =( a _6) + (6 — c ) = t?i + ; i6 Z 。 因此 a 〜这证明了〜是 R 上的一个等价 
关系。 

(2) 任一等价类沒，设 aeO ， m + l ), meZ 。 即； /1<£2<；11 十 1。则 0 <a — m < l 。 即 
a — m6 [0, l )。 由于 a — （ a — m ) = m6Z ， 因此 a 〜 a _ m ， 从而 a — 于是 a—m 可以 
作为 5 的一个代表。易证这样的代表是惟一的。 

我们约定 d 的一个代表令 

( T . R / Z ― -[0,1) 
a » ^ a 

则 a 是商集 R / Z 到区间 [0,1) 的一个 映射。 显然 a 是满射，且 a 是单射，因此 a 是双射。 

例 2 对于 a 6 R, 用表示小于或等于《的最大整数。在实数集 R 上定义_个二元 
关系： 

dcf 

a ~ b <=^> [a = Lb 」 

证明 ：（1) 〜是 R 上的一个等价关系 I 

(2) R 对于这个关系的商集 R / 〜与 Z 有一个一一对应. 

证明⑴任取 a,6,ce R 。 由于 LaJ = >_1, 因此。〜。。若 <2 〜 6 ，则 ^」= L * J ， 从而 
6 〜0。若 a ~ 6且6 ~ c ■，则 L a 」 == L c 」， 从而 . a J = L C J •因此 a ~ “这 证明广 
〜是 R 上一个等价关系. 

(2) 显然 La ! 是5的一个代表。令 

< r ： R / -- Z 

a • - - a • 

则 a 是 R / 〜到 Z 的一个映射 ，显然 < r 是满射，且<»是单射。因此(》是双射。 

例3在平面 7 T (点集）上定义一个二元关系： 
def 

P. (xi ,yi)~-Pi(x 2 ,y 2 ) ^—^ X,— x 2 6Z 且 ％ — ； ysGZ ， 

(1) 说明〜 是平面 》 r 上的一 个等价关系。 

(2) 点 P (+,|) 的等价类 P 是 7 T 的什么样的子集？ 

(3) 平面; r 对于这个关系的商集 > r / 〜 与平面 t 的哪个子集有一个-对应？ 

解 （1) 任取 由于工 i - i .+ sOeZ . jVi - yiSOeZ ， 因此 

p , 〜 p .。 若 Pi 〜匕，则 A - Aez 且 y 广 y : ez 。 从而 A - Aez 且; y 2 — y , ez , 因此 P 2 
~ P ,。 关于传递性的证明留给读者。 

(2) 点 P ( +，|) 的等价类 P = 卜去 + w ， 舍 + n ) l / n . neZ 卜如图 5_1 所示， P 是由 
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小正方形的顶点组成的。 


(3) 如图 5-1 所示，用 D 表示正方形 
OABC 内部的所有点和边 OA 、 OC 上的点组 
成的集合，由于任一等价类 M 可以找到惟一 
的一个代表，它属于 D (类似于例1第（2>小 
题的证法），因此把等价类 M 对应到它的这 
个代表的法则〜到 D 的一个双射。 

例4设 7 T 。 是几何空间 V 中经过原点 
O 的一个平面，如图 5-2 所示。在 V 上规定 
—个二元关系： 

dcf 

a—p —^ n 0 

(1) 说明〜是 V 上的一个等价关系。 



(2) fi 的等价类0 是什么样的图形？ 

(3) 商集 V /〜 （也记 作 VAr ») 与 V 的哪个图形之 
间有一个一一对应？ 

解 （1) 由于过原点0的平面; r 。 是几何空间 V 
的一个子空间，因此容易验证 〜具有 反身性，对称性和 
传递性。请读者写出细节。 

(2) p = { o €- V ] o — > 

= ) 

= P+lTo. 

于是当时，卢是由平面 7 T 。 沿向 tt 平移得到的 
图形。因此当垆0时，卢是经过向最/»的终点且与取 
平行的平面，如图 5-2 所示 • 当/»=0时，存就是平 
面 IT “ 



(3) 由第 （2) 小®知道，商集 VAr 。 是由平面 t 。 以及所 有与; r 。 平行的平面组成的集合。 
我们可以把所有等价类的代表都取成过原点 O 的一条直线上的向童，例如是过原点 


O 且方向向量为/»的一条直线。于是等价类到它的这种代表的对应法则<»就是商集 v /^„ 


到直线的一个映射。显然 a 是满射和单射（因为经过一个点有且只有一个平面 与阶平 
行），从而 a 是双射。 
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习题 S . 1 

1. 在平面 7 T (点集 > 上定义一个二元 关系： 

P~Q P 与 Q 位于同一条水平线上（与 X 轴平行或重合的直线）. 

(1) 说明〜是 X 上的一个等价关系 I 

(2) 商集 7 t / 〜 是由哪些图形组成的集合？ 

2. 设 V 是几何空间（由以原点 O 为起点的所有向量组成），1。是过鹿点 O 的一条直 
线，在 V 上定义一个二元 关系： 

dei 

a — P <=» a — P 6 I 。 

(1〉 说明 ~是乂 上的一个等价关系 • 

(2) 的等价类 | 是什么样的图形？ 

(3) 商集 w 〜（也记作 v /“） 与 v 的哪个图形之间有一个—对应？ 

3. 写出 Z 对于模2同余关系的商集 Z /(2), 它的元索是 Z 的什么样的子集？ 

4. 写出 Z 对于模3同余关系的商集 Z /(3), 它的元索是 Z 的什么样的子集？ 

5. 设 S == U ,6, c }, 问： S 有多少种划分？ S 有多少个不同的商集？ 

5.2 矩阵的相抵 


5 . 2.1 内容精华 

数域 K 上所有 sXn 矩阵组成的集合记作 s = ” 时，简记作 
M „(/0, 即 M „( K ) 表示数域 K 上所有”级矩阵组成的集合。 

定义 i 对于数域 K 上的 sXn 矩阵 A 和 B , 如果从 A 经过一系列初等行变换和初等 

帽 It 

列变换能变成矩阵那么称 A 与 B 是相抵的，记作 A 

相抵是集合 M , X _( K ) 上的一个二元关系.容易验证相抵是上的一个等价关 
系。在相抵关系下，矩阵 A 的等价类称为 A 的相抵类。 

事实1数域 K 上 sX ” 矩阵 A 与 B 相抵 
㈡ A 经过初等行变换和初等列变换变成 B ， 
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㈡ 存在 K 上 s 级初等矩阵 P , , Py …， P , 与 n 级初等矩阵 Q , , Q 2 ，••• ， Q ， ，使得 
P.".P!P l AQ l Q r “Q„ = B. 

㈡ 存在 K 上 s 级可逆矩阵 P 与 n 级可逆矩阵£3,使得 

PAQ = B. (1) 

定理1设数域 K 上 sXn 矩阵 A 的秩为 r 。 如果;•>()，那么 A 相抵于下述形式的矩阵 


称矩阵 （2) 为 A 的相抵标 准形； 如果 r =0, 那么 A 相抵于；矩阵，此时称 A 的相抵标准形 


是零矩阵。 

证明思路 


设 r >0 


A (简化行阶梯形 矩阵〉 


初等列变 



定理2数域 K 矩阵 A 与 B 相抵当且仅当它们的秩相等。 

证明思路必 要性。 根据初等行（列）变换不改变矩阵的秩立即得到。 

充分性。利用矩阵的相抵标准形，以及相抵的对称性和传递性立即得到。 

从定理2看出，在集合 M , X .( K ) 中，对于,秩为 r 的所有矩阵恰好组成 
一个相抵类。从而—共有 l + 个相 抵类。 

由于在同一个相抵类里的矩阵，它们的秩相等.因此称矩阵的秩是相抵关系下的不变 
歌， 简称为相抵不 变里。 又由于秩相等的矩阵在同一个相抵类里，因此矩阵的秩序幸半宇 
了相抵类。从而称矩阵的秩是相抵关系下的完全不变 *• 

' —般地，设〜是集合 S 上的一个等价关系，一种最或一种表达式如果对于同一个等价 
类里的元索是相等的.那么称这种最或表达式是一个不 变置： 恰好能完全决定等价类的— 
组不变量称为完全不变置。 

从亊实1和定理1立即得到 

推论1设数域 K 上 sX ” 矩阵 A 的秩为 r ( K >0), 则存在 K 上的5级、”级酊逆矩阵 
P 、 Q , 使得 

A = p( ，r °)q. ⑶ 

'0 0 / 

把矩阵 A 表示成 (3) 式,突显了 A 的秩为 / •，因此在有关矩阵的秩的问题中， (3) 式是很有用的。 


5 . 2.2 典型例题 


例1求下述矩阵 A 的相抵标准形: 





1 

-3 

5 

2 




A = -1 

4 

1 

一 7 




3 

— 8 

10 

6 



1 -3 5 

n — 9 li 

2] 1 

一 3 

1 

5 

— q 

2] 1 
n _ ► n 

一 3 0 

1 o 

17 

一 15 

u 1 1 

0 1-5 

O m 

0 lo 

0 

o 

1 

yj \j 

-3 lo 

0 1 

-3 


1 

0 

i 

0 

f\ 

-28 

1 C _ 

1 0 0 

a 1 n 

0 

A 

u 

0 

l 

0 

y) 

1 

ID _ 

一 3 

U 1 u 

0 0 1 

0 


因此 A 的相抵标准形是 U 3 ,0>. 

解法二只要求出丫 A 的秩，就可以写出 A 的相低杯准形。显然 A 左上角的2阶子 
式不为0,再看3阶 子式： 


-2 4 1 =0-2 11 = I _ 5 Ut 0. 

3 -8 10 0 1 -5 

乂 A 只有3行，因此 rank ( A ) = 3. 从而 A 的相抵标准形为 

(/” 0 ) 

点评： 

显然 ，例1的解法二比解法一简便得多，原因在于运用了定理1,这说明掌握理论的重 
要性> 此外，在求矩阵 A 的秩时，利用 A 的秩等于它的不为0的子式的最高阶数比用初等 
行变换化成阶梯形矩阵的 计算* 要小些。这体现了矩阵的秩的概念的深刻性。 

例2 证明： 任意一个秩为 r ( r >0) 的矩阵都可以表示成 r 个秩为丨的矩阵之和。 

证明设 sX n 矩阵 A 的秩为 r ( r >0), 则存在 s 级级可逆矩阵 P 、 Q 使得 

A = :) Q = PA ,+£„ + - + E„>Q 

= PE „ Q + PE „ e + … + PK 3- 

由于 E , 的秩为1，因此， PE . Q 的秩也为1。 

例3设 A 是数域 K 上 sX ” 矩阵， 证明： A 的秩为 r 当且仅当存在数域 K 上 sXr 列 
满秩矩阵 B 与 rXn 行满秩矩阵 C , 使得 A = BC . 

证明必要性。设 A 的秩为则存在数域 K 上 5 级、 ”级可 逆矩阵使得 

Ilr 0\ ^ „ fir 0\/Q t \^ 

A=P (o o) Q=(P " P2) (o o )( qJ 
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= ( P >,0)(^')= P , Q , 


由于 P 是可逆矩阵，因此 P 的列向量组线性 无关。 从而&的列向量组线性无关。于是 
ra nk ( P ,)= i •，即&是 sXr 列满秩矩阵。类似地可证 ra nk ( Q ,)= r , 因此 Q : 是 rXn 行满 
秩矩阵。令 

充分性 。 SA = BC , 其中 B 是 sXr 列满秩矩阵 ,C 是 rX” 行满秩矩阵•由于 
rank ( BC ) < rank ( B ) = r , 
rank ( BC ) ^ rank ( B ) - f - rank ( C ) 一 r = r ， 

因此 rank ( BC ) = r ， 即 rank ( A ) = r . 

例 4 设 B ,, B 2 都是数域 K 上 sX » •列满秩矩阵，证 明：存 在数域 K 上 s 级可逆矩阵 
P , 使得 

B ： = PB , 

证明由于是 jXr 列满秩矩阵，因此 

„ 初等行变* / Ir \ 


从而存在 S 级可逆矩阵尸，，使得 


冋理，存在 s 级可逆矩阵 P : ,使得 


p,Bl = (o )• 


从而 

于是 B, = (Pr'P2)B 2 . 

令 psprh ，则 P 是5级可逆矩阵，使得 B ,= PB 2 . 

.例5证明 ：任一 ”级非零矩阵都可以表示成形如这样的矩阵的乘积。 

证明设”级矩阵 A 的秩为 r ( r >0). 则存在”级可逆矩阵 P 、 Q ， 使得 

> 

可逆矩阵尸、(3都可以分别表示成一些初等矩阵的乘积 • 据 4 . 2 节的习题 4. 2的第10,11 
题，初等矩阵和对角矩阵 D = diag < l ,..., l ，0，...，0} 都可以表示成形如的这样的矩 
阵的乘积，因此矩阵 A 可以表示成这样的矩阵的乘积》 

例6设 A 是实数域上的》级对称矩阵，且 A 的秩为 r ( r >0)， 证明： 
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(1) A 至少有一个 r 阶主子式不为0; 

(2) A 的所有不等于0的 r 阶主子式都 同号。 

证明⑴设 A 的行向鼋组为 uy.j, ，则 A' 的列向最组是 / 1>y ' 2 ，…， y'.。 由于 
A'=A ，因此 A 的列向量组为 y',,y' 2 , …，〆•.取 A 的行向量组的一个极大线性无关组 
y .,, 则 …， r./ 是 A 的列向*组的一个极大线性无关组。据 4. 2节的典 
型例题的例6的结论，得 


A (w.“’)# o 
'*1 *«2 


(2) 由于 ra nk(A) = r， 因此存在 n 级可逆矩阵 P、Q, 使 


由于 A' = A ，因此 


/I r 0\ 

A = P (o >■ 

< >-( 7 o >• 


代人（1>得 


由 （3) 式得， 
从而 


p :K >^ ( >- 

H, H,J 

[H, 0 = , H \ 

Ihj 0 _ v 0 o / 

H \= H ,, H ,= 0 . 


Q ' = P 


H , H ： 

0 H . 


：)( h ；： 二卜 C ')] 
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因此 


/H/ 0\ , 

r = rank(A) = rank J = rank(H, ) = rankCHj ). 

V 0 0 / 


从而是可逆的 r 级对称矩阵。 

对于矩阵 A 的分解式 （ 4) 用 4. 3 节的命题 1 的结论得 


lk x 9 k 29 — ,k r \ y, /^1 — r/H/ 0\ 1/y, 9 u t , — ,Or \ 

^1, 走 2, …，灸 J 'yi *«*»••• *l；r ^ L V 0 0 ) 」，是 2 ， … ，是」 


= ^ p (幻， …，之) 

\< Vl <^< u r <n ，W 2 , •“， Wr ’ 


Ul $02 


• ， k r 


0 


/H/ 0 


0\ IO \ >02 ，…， y r \ . /^1 ，/ i2 ，…，/ ir 、 

0 ! ， fjt2, …， fij "是 2 ， … ，走 r ’ 


卜 k” … ,k r \/H/ 0\ /C ； i»W2. — .t；r 、 ,2, …, 7* \ 

Ku ,^< u r <- Li ， w 2 , …， t/ r 八 0 0 八 1，2 ,…， r ’ 、々，，々”…，走汐 


= P fH 

=[C. 


:二) 

: : r ) 卜 ',i 


由 （ 5) 式看出， A 的任一不等于 0 的 r 阶主子式都与 If// 丨同号。 
■例 7 设 A、B 分别是 jX« 、 ”Xn» 矩阵， 证明： 
rank(AB) = rank(A) + rank(B) —n 充分必要条件是 
/A 0\ ■* M 0> 

U. Bl 

证明作分块矩阵的初等行 （列〉变换： 

/AB 0、① + a ， 


(: ：) 

/AB 0、<D + A.<2)fAB A \ _ / 0 A \ 

V 0 IJ " V 0 lj (D + (2K-B) r l-B jJ 

A 0 
B 


(①•②） 


(:一】 :)• 


因此 


/AB 

rank! 

V 0 


') =rank (L b ) 


从而 rank( AB) = rank( A ) -h rank( B) — n 

㈡ rank(AB) + rank(/.) = rank(A) + rank(B) 


lAB 0 
« rank( Q 


■) =rank (o b) 


(5) 
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t /A 0\ /A 

㈡ rank )= rank 

Bl \0 

-(: :)u 


• 例 8 设 A 、 B 、 C 分别是数域 /C 上 sX/i 、 pXm 、 sXm 矩阵，证 明：矩 阵方程 

AX -YB = C 

冇解的充分必要条件是 

• /A 0\ • /A C\ 


rank (o J =rank (o b)- 


证明必要件。设存在 nXm 矩阵矩阵 y 。 使得 
AX 0 -Y 0 B = C. 

则 

iA 0 \_ /A AX 0 \ ① + ( - y 0 > •② /A AX 。 一 y 0 B 、 

\0 B/ <2) + 0-^cT \o B / ^ VO B ) 

因此 

.(A 0 \ 1 八 AX 0 — . (A C\ 

rank (o B) =rank ( 0 B ) =rank lo b)- 
充分性。设 

rank( A X C ). 

\o b) vo b) 

设 rank(A) = r,rank(B)=/. 则存在 s 级、 n 级、 p 级、 m 级可逆矩阵 P, 、 Q, 、 P 2 、 Q 2 ，使得 

//, 0\ /I, 0\ 

職 =(0 0 )， ㈣ Ho o)_ 

于是 


p. 

0 

\[ A 

°) 

i Ql 

0 

0 

Pz 

VO 

bI 

1 1 0 

Qz 

Fi 

°| 

( A 

c \ 

[Q, 

°1_ f 

、 0 


V0 

Bl 

|o 

q 2 | 


) oo 

! j 一 0 0 


[o o o oj 

Ir 0 C, C 2 

0 0 c 3 c 4 
0 0 /, 0 
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( A c \- i 

iV 

0 

I 1 ' 

G, 

-■ fp. 

°|^ °\| 

Qi 0 

' 

Is 

g 2 

fl 

or 1 o 

(OB) 

0 

P7 l 

[o 

h 

[o 

pjlo b)| 

lo Qj 

0 



. 0 


P7 1 

0 

I, 


P.AQ, 

0 If' 


or 1 

0 ' 




0 

P7 l 

0 

h\ 

0 

PzHQz][0 /J 

L 

0 

Qi'. 




_ AQ, fQT 1 G^' 

= 0 bq 2 Ho 

A AQ . G ^ 1 +^'6,^61 
— 0 B ) 

因此 C = A ( Q , G 2 Ql , )-(- Pi ' G , P 2 )B 

这证明了矩阵方程 AX — YB = C 有解。 

例 9 设 A 、 B 分别是数域 K 上 5 Xn 、 n Xm 矩阵，证 明：矩 阵方程 AZ 3 X = A 有解的充 
分必要条件是 

rank(AB) = rank(A). 

证明设 A 的列向 ft 组是 ai ，<»2，…， cu ， Ai 3 的列向歌组是，6 2 ，… ，心。 在 4. 3节的 
定理1 已证表 ，瓜，…，可由 A . a 2 ,-. a ,. 线性表出。据第 4.5 节的典型例题的例10的 
结论得 

矩阵方程 = A 有解 
㈡ rank(AB) = rank(Ai3,A) 

<=> rank{ j| ，各 ， … ， 6m } =rank{6i 9 S 2 $S m «Oi .a：，“•，!》■} 

㈡ { Si ，6 2 ，…， ，…， 6_， ai ， a 2 ，…， a -} 

<=> ai ，< i 2 ，…， cu 可以由 5 i ，5 2 ，…，线性表出 
㈡ { ai ， a 2 ，•••， a ” ) = {&\ ，"•,&-} 

㈡ rank{ffi *a 2 *•••*«■ > =rank{6i *6z ， … ， 5_ } 

㈡ rank(A) = rank(AB). 

习题 S.2 

1. 求下列矩阵的相抵标 准形： 


( l ) 

4 一 1 3 

(2) 

1-1 3 2 


-2 3 -11 

* 

-2 3 -11 5 


4 -5 17 


4 一 5 17 3 
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(3) 1 -2 
-3 6 


2. 判别下列两个矩阵是否 相抵: 


(1) 

1 -1 

-3 1 

(2) 

1 

3 -2 0 


1-1 

2 -1 

• 

3 

一 2 0 1 


4 -4 

3 -2 


4 

1 一 2 1 


3. 设 C ,, C 2 都是数域 K 上; " Xn 行满秩矩阵，证 明：存 在数域 K 上的 n 级可逆矩阵 Q , 


使得 C 2 = C , Q . 

4. 设 A 是实数域上的 n 级斜对称矩阵，且 A 的秩为 Kr >0)。 证明： 
(1> A 至少有一个 r 阶主子式不为0^ 


(2) A 的所有不等于0的 r 阶主子式都同号. 

•5. 设 A 、 B、C 分别是 sXn 、 nXm、mXf 矩阵， 证明： rank ( ABC ) = rankC AB ) + 
nmk ( BC ) — r ank ( B ) 的充分必要条件是 


a ； c)-c i)- 


*6. 设都是 n 级矩阵，证 明： 

rank (/ — AB ) < rank ( I — A ) 4 - rank ( 1 — B ) 

•7. 设 A 、 B 都是 ri 级矩阵，证明 ：如果 AB=BA = 0, 且 rank ( A 2 ) = rank ( A )， 那么 
rank(A -f B ) = rank ( A ) + rank ( B ). 

• 8 .设 A . B 都是 n 级矩阵，证明 ：如果 Afi = R 4==0, 那么存在正整数 ⑺， 使得 
rank ( A - + F ") = rank (>\") + rank ( B -). 


5.3 广义逆矩阵 


5.3.1 内容精华 

线性方程组 = p ，如果 A 可逆，那么它有惟一解如果 A 不可逆，但是 
AX = /» 有解，那么它的解是否也有类似的简洁公式表达？这需要先分析的性质。 
如果 A 可逆，那么两边右乘 A , 得 





AA-'A = A (1) 

(1) 式表 明：当 A 可逆时， A 1 是矩阵方程 AXA = A 的一个解。因此受到启发，当 A 不可 
逆时，为了找到 A 1 的替代物，应当去找矩阵方程 AXA = A 的解。 

定理丨设 A 是数域 K •上 sX ” 非零矩阵.则矩阵方程 

AXA = A (2) 

一定有解。如果 rank ( A )= r ，并且 

A = p (o o ) Q， ( 3) 

其中 P 、 Q 分别是 K 上5级、 n 级可逆矩阵，那么矩阵方程 (2) 的通解为 

X = Q _, ( Ir B ) P ~ 1 . ⑷ 

\C Dl 

其中 B 、 C 、 D 分别是数域 K 上任意的》^(^—幻，（；1一/0>^、(”一幻><(*-»0矩阵。 

证明见《高等代数 K 第2版，上册>第164〜165页《 

定义丨设 A 是数域 K 上 5 ><” 矩阵，矩阵方程 AXA = A 的每一个解都称为 A 的一个 
广义逆矩阵，简称为 A 的广义逆，用 A _ 表示 A 的任意一个广义逆。 

从定义1得出， 

AAA = A. ⑸ 

从定理1得出，当 A 关0时，设 rank ( A > = r ，且 

A = P 
则 

… f C >' (6> 

从定义1得出，任意一个 « Xs 矩阵都是 0. x •的广义逆 • 

定理2 (非齐次线性方程组的相容性定理）非齐次线性方程组有解的充分必 

要条件是 

fi = AAp. ( 7 ) 

证明必 要性。 设 AX = p 有解 a ， 则 

P = Aa = AA Aa = AA~fi. 

充分性。 & P = AA - p ， 则 A — p 是 = 的解。 

定理3 (非齐次线性方程组的解的结构 定理） 非齐次线性方程组^ ■=!» 有解时，它 

的通解为 
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(8) 


X = Afi. 

证明见《高等代数: K 第2版，上册>第166〜167页。 

从定理3看出，任意非齐次线性方程组 AX = p 有解时，它的通解有简洁漂亮的形 
式 : X = A - p 。 

定理 4 (齐次线性方程组解的结构 定理） 数域 K 上 n 元齐次线性方程组 AX = 0 的通 


解为 


X = U.-A A ) Z , 


(9) 


其中 A — 是 A 的任意给定的一个广义逆, Z 取遍中任意列向最. 

证明任取 Z 6 K •，有 

A [(/.- A - A ) Z ]= ( A-AA A ) Z = ( A - A ) Z = 0, 

因此 — /T A ) Z 是齐次线性方程组 AX = 0 的解。 

反之，设 II 是 AX =0 的一个解，则 

(/. — AA)tf = i \ — A ~ Atj = tf . 

综上所述, X = a — A _ A ) Z 是齐次线性方程组 AX =0 的通解 a 
推论1设数域 K 上 n 元非齐次线性方程组，有解，则它的通解为 

X = A p + U .- A ~ A)Z (10) 

其中 A 是 A 的任意给定的一个广义逆, Z 取遍中任意列向设 • 

证明由于 A -/ S 是的一个解，且 / V ) Z 是导出方程组 AX = 0 的通解， 
因此 X = A -/ H ■(/• — A A )2 是 AX = /J 的通解 • 

-■般情况下，矩阵方程 = A 的解不惟一，从而 A 的广义逆不惟 一• 但是有时我们 
希望 A 的满足特殊条件的广义逆是惟一的 • 这就引出下述槪念 • 

定义2设 A 是复数域上矩阵，下述矩阵方程组 
AXA = A , 

XAX = X , 

* ( AX )" = AX , (11) 

.( XA )- = XA , 

称为 A 的 Penrose 方程组，它的解称为 A 的 Morre > Penrose 广义逆，记作 A +• (11) 式中 
(. AX ')' 表示把 AX 的每个元索取共轭复数得到的矩阵再转置。 

定理 S 如果 A 是复数域上 sXn 非零矩阵， A 的 Penrose 方程组总是有解，并且它的 
解惟一，设 A = BC , 其中 B 、 C 分别是列满秩与行满秩矩阵，则 Penrose 方程组的惟一解是 
X = C ' ( CC - Br ' B '. (12) 

证明把 （12) 式代人 Penrose 方程组的每一个方程，验证每一个方程都变成恒 等式： 
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AXA = ( BC ) C * ( CC - r l (B* ( BC ) == BC = A , 

XAX = C - ( CC . ( BC ) C - ( CC * 

= C - (CC - = X , 

( AX ) - = X - A # = *( CC •广 1 CCW 

= B ( B - = B ( CC - KCC * PWBrW = AX , 

( XA )* = A * X - = C - B - B ( B - B )- , ( CC-)~ , C 

= C .( CC .〉 _1 C = C . ( CC .) B>C = XA . 

因此 （12) 式的确是 Penrose 方程组的解。 

下面证解的惟 一性。 设 X ,和 X 2 都是 Penrose 方程组的解。则 
X ,= X . AX , = X x ( AX i A ) X l = X ,( AX ,)( AX ,) 

= X x ( AX z ) m ( AX x ) a = X ,( AX , AX 2 ) - = X , X ； ( AX , A ) # 

= X , X ； A - = X ,( AX 2 >- = X , AX 2 = X ,( AX 2 A ) X 2 
=( X , A )( X 2 A ) X 2 * ( X 1 A )-( X 2 A )- X 2 - ( x 2 axwx 2 
=( X 2 A )- X 2 = x 2 ax 2 = x 2 . 

这证明了 Penrose 方程组的解的惟一性 。 

设 X 。是零矩阵的 Moore — Penrose 广义逆，则 

X 0 = XoOXo = 0 

显然0是零矩阵的 Penrose 方程组的解。因此零矩阵的 Moore — Penrose 广义逆是零矩 
阵自身. 

综上所述，对任意复矩阵 A ， A 的 Moore — Penrose 广义逆存在且惟一 • 

注：据 4. 3节的习题 4. 3第6题的结论得 

rank ( CC * ) = rank ( C ) = r . 

因此 CC •是 r 级满秩矩阵。从而 CC •可逆。类似地可逆。 

S .3.2 典型例题 

例1设 A 是数域 K 上 sXn 矩阵，证明 ：如果 A 行满秩，那么有 

AA " = 

证明由于 rank ( A ) = S , 因此存在5级、 n 级可逆矩阵使得 

A = P (7,,0 )Q 


从而 
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于是 A 4- = P (/,,0) QQ - | (^) P -' 

= PI.P - 1 = /,. 

例2设 A 是数域 K 上矩阵.证明 ：如果 A 行满秩，那么对于 K 上任意一个 
矩阵 B ， 矩阵方程 AX = B 都有解，并且 X = A _ B 是它 的解。 

证明设 A 行满秩，则 ra nk ( A )= j 从而 

s = rank ( A ) ^ rank ( A , B ) ^ s . 

因此 rank ( A ) = rank ( A , B )„ 从而据 4. 5节的例10的结论得，矩阵方程 AX = B 有解。 
据例1的结论得 

A ( A - B ) = ( AA-)B = I,B = B . 

因此 X = B 是 AX = B 的解. 

例 3 设 A . B 分别是数域 K 矩阵，证 明：矩 阵方程有解的充分 

必要条件是 

B = AAB , 

在有解时.它的通解为 

X = AB +(. l .- AA ) W , 

其中 w 是任意 n xm 矩阵, A 是 A 的任意取定的一个广义逆. 

证明必要性。设有解 X = G , 则 AG = B , 

因为 A = AA - A , 所以 B = AG = AA ~ AG = AA ~ B . 

充分性。设 B = AA _ B , 则 A — B 是 = B 的解。 

任意取定 A 的一个广义逆 / T ，则对于任意 nXm 矩阵有 

A [(/.- A - A ) W ]= ( A-AA A)W = ( A - A)W = 0. 

因此 （ I .- A - WW 是 AX =0 的解 „ 

反之，设 H 是 AX =0 的解，则 

U .- AA)H = H - A-AH = H . 

综上述， A)VV 是 AX = 0 的通解。于是 A — B + (/ ,- A — A)W 是 = B 

的通解。 

例4设 A 是复数域上的 sXn 矩阵， 证明： 

(A 1 r= a . 

证明 A " 1 是 A 的 Penrose 方程组的解，因此 
AA * A = A , 

A * AA + = A * , 

'( AA *)" = AA *, 

( A + A ). = A * A . 
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这表明 A 是 A + 的 Penrose 方程组的解。由于解惟一，因此 

A = (A + ) + . 

例 S 设 B 、 C 分别是复数域上列满秩、行满秩矩阵，则 
( BC )+= CT 矿. 

证明令 A - BC 0 据本节定理6的（12>式得 

A + = C - ( CC - r l ( B - Br'B\ 

由于 B = BJ ,， C = LC ， 因此仍由 （12) 式得 

矿 = I ； U r I ； Br'B- = (BH . ， 

cr= c- (cc- r l u;i r r l i; =c- (cc. r 1 . 

由上述推出 = C * ( CC . B) ^* =A+ =(BCr • 

注意： 一般地 ，（ AB )+ 关 B + A ' 

例 6 设分别是数域 K 上 sXn 、/ iXs 矩阵。 证明： 

rank(A — ABA ) = rank( A) + rank( I„ — BA ) — n. 


证明据 4. 5 节的例 2 的 Sylvester 秩不等式得 


rank(A — ABA ) = rank〔Ad 一 BA)]^ rank(A) 4- rank(/ w — BA ) — n. 
剩下只要证： rank(A —ABA) + n^rank(A)-frank(/,, —BA). 


于是 


A 0 \ (2) + B •① / A 0 \_ 

0 I m -BA I ~~~ " \BA I h -BA) © + ① i 

/ A A、 ① + ( - A> •② /A — ABA 0 、 
\BA 1J " * BA ij 


rank(A) + rank( I m — BA ) = rank 



二 ) =c 


^ rank(A — ABA ) 4- rank( J,) 

=rank( A — ABA ) + n. 

因此 rank(A — ABA) = rank(A) + rank( /„ — BA) — n. 

例 7 设 A 是数域 / C 上 sXn 矩阵， 证明： B 是 A 的一个广义逆的充分必要条件是 
rank(A) + rank( I. — BA ) = n. 


证明由例6的结论立即得到 
B 是 A 的一个广义逆 ㈡ ABA=A 


㈡ rank(A~~ ABA) = 0 
㈡ rank(A) + rank( I n — BA) = n. 
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例8设 A 是数域 K 上 sXn 非零矩阵， 证明： 

rank ( AA ) = rank ( A ) 

证明设 r an k < A ) = r ， 则存在 s 级、„级可逆矩阵 P 、 Q , 使得 


从而 


于是 


因此 


—(o > 

A_ = <r， (c d ) p_， - 

A A = Q_， (c d) p-，p (o > = q， (c > 

rank ( A ^ A ) = rank ( J ^ rank (/ r ) = r . 


又有 rank ( A ~ A ) ^ rank ( A ) = r . 

从而 rank ( A ' A ) = r = rank ( A ). 

例 9 设 A 、 fi 、 C 分别是数域 K 上 sXn 、/ Xm 、 sXm 非零矩阵，证明 ：存在 A 的一个广 
义逆 A 和 S 的一个广义逆使得 

rank (。 ^ j = rank ( A ) -f rank ( B ) -h rank [(/, — AA )C(I m — B ~ B >] 


证明设 rank ( A ) = r ， rank ( jB ) = f •则 

/ I r 0 \ /I, 0 \ 

A = P,( o o )Q, ， B=P z ( o JO, 

其中 P ,, Q ,. P 2 , Q 2 分别是 s 级、 n 级、 / 级、;级可逆矩阵。于是 



Ir G, 1 


1, g 2 

a =Qr* 

H, D, 

PT'. 

B~ = ft' rf ^ 


h 2 d 2 


取 =0， H 2 =0 •则 

/Ir 0 \ /l t 0\ 

一 Mo o) Pr * B B = Q Ho oK 

(7，— AA - 眼-請 = [/‘- P,(’ o 
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令 P l 'CQ 2 ' = | 

则 （八° )(3,. 

于是 


Q 

C 3 C, 

0 0 
c. 

rank[(/, —AA )C( I m — B~ B)] = rank(C 4 ) 


P7 1 

0 

[ A C \ 

Qr 1 

0 

、0 

Pz' 

\0 Bl 

0 

OF 1 


lr 

0 

c, 

C 2 

分块矩阵的 

lr 0 

0 

0 

0 

0 

C3 

c ' 

初等行 （列） 变換 

0 0 

h 

0 

0 

0 

I, 

0 


0 0 

0 

c 4 

t 0 

0 

0 

0 


0 0 

0 

0 


因此 


rank (o B 


)=r4- / 4- rank(C 4 ) 

rank(A) 4 - rank(B) + rank[(7 •— AA~ )CCI m — B~B) ]. 


习题 5.3 

1. 设 B 是数域 K 上 sXr 列满秩矩阵， 证明： 

B B = l r . 

2. 设 B 、 C 分别是数域 / C 上 sXr 、 rX ” 列满秩、行满秩矩阵，则 

(Bcr = CB-. 

3. 求下列数域 K 上矩阵的广 义逆： 

(1) 

A=( 1 ~ 3 2 ) s 

\-4 12 -8 / 

(3) 

13 -35 30 \ 

-52 140 -120/ 

4. 设 A 是数域 K 上 sXn 非零矩阵， 证明： 

rank(AA~) = rank(A). 

5. 设 A 是数域 K 上 sX ； i 非零矩阵。 证明： 

( A'r = ( A ~ y . 

6. 设 A 是数域 K 上 sXri 矩阵。 证明 ：如果 A 列满秩，那么对于 K 上任意一个 mXn 
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矩阵 H ， 矩阵方程 

XA = H 

都有解，并且 X = HA 是它的解。 

7. 设 A 是复数域上 sX « 矩阵， 证明： 

<1)若 々是非 零复数，则 S 

(2) (M)+ =**A + ； 

(3) (. A - ) + =( A + ). • 

8. 证 明：如 果数域 K 上的 n 级矩阵 A 可逆，那么 A 的广义逆惟一，它就是 / T 1 。 

9. 设 A 是实数域上的 mXn 矩阵， fieR ~. 证明 ：如果 A 是列满秩矩阵，那么 
线性方程组 AX =/> 的最小二乘解惟 一 ，它等于 （ A ' A ) ' A '/ J , 其中 （ A ' A ) — 1 〆 是 A 的一个 
广义逆。 

10. 设 A ,, A 2 ，…， A , 都是数域 K 上的 n 级矩阵，令 D - diag , A 2 , - , A ,) , 
E -=(7 ■乂，…， J .). 证明: ApAv . A , 都是幂等变换且 A , A ;=0( 当的充分必要条件 

为 £' E 是 D 的一个广义逆 • 

11. 设 A ,, A Z ，…， A , 都是数域 K 上的 n 级矩阵，令 A = 证明 ：如果 A 是幂等 

«-1 

矩阵，且 rank ( A ) = ^ rank ( A ,) ，那么 Ai ， A 2 ，…， A , 都是幂等矩阵，且人八〗：。当 i 夺 j 。 

i-i 

12. 设 A ,, A Z , …, A , 都是数域 K 上的 n 级矩阵，证明 ：如果 $>_ = 7，且& rank ( A ,) = 

••1 1 

n , 那么 A ,， A * ，…， A , 都是幕等矩阵，且 A 八=0当的 •• 

•13. 设 A 、 B 、 C 分别是数域 K 上 sXn 、 爪 X />、 sXp 矩阵。证 明：矩 阵方程 AXB=C 
有解的充分必要条件是 

C = A 4 C 且 C = CB - B , 

在有解时，它的通解为 

X = A CB ~ + U.-A A -) Y + Z (. I m - BB --) + U .- A - A ) WU m - BB ~), 

其中 Y 、 Z 和 W 是数域 K 上任意 nXm 的矩阵 • 

•14. 设 A , B 、 C 分别是数域 K tsXn 、/> Xm 、 sXm 矩阵，证 明：矩 阵方程 AX — 

C 有解的充分必要条件是 

C = AA C + CB - B - AA~CB B t 

在有解时，它的通解为 

X = A C + A ZB + (. I.-A A ) W , 
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Y =- (. I ,- AA ~) CB - + Z - a ,- AA ~-) ZBB - , 
其中 Z 和 VV 分别是数域 K 上任意 sX /»、 nXm 矩阵。 

5.4 矩阵的相似 


5.4.1 内容精华 

为了求 n 级矩阵 A 的方幂 A •，如果能找到; J 级可逆矩阵 P , 使得 = 其中 D 
是对角矩阵，那么 A = PDP -' •从而 

A m = ( PDP -')( PDP ~ l ) — ( PDP -') = PD m P -'. 

而对角矩阵 D 的方幂 D _ 很容易计算，于是 A _ 也就比较容易算 出了。 这个问题表明需要 
研究 P -' AP . 

在《高等代数 K 第2版，下册）的 9.3 节中， 研究” 维线性空间 V 上的一个线性变换 A 
在 V 的不同基下的矩阵之间的关系，也需要研究 

定义1设 A 与 B 都是数域 K 上”级矩阵，如果存在数域 K 上一个”级可逆矩阵 P ， 

使得 

P'AP = B , (1) 

那么称 A 与 B 是相似的，记作 A 〜 B ， 

相似是数域 K 上所有 n 级矩阵组成的集合 M “ ZO 的一个关系。容易验 证：相 似关系 
具有反身性、对称性和传递性，从而相似是一个等价关系，在相似关系下， A 的等价类称为 
A 的相似类。 

容易证明关于相似的下列 性质： 

性质1如果•那么 

B , + B 2 = P *'( A , + A 2 ) P , 

B , B Z = P -'( A , A 2 ) P , 

BT = P -' ATP . 

其中 m 是正整数。 

性质 2 相似的矩阵其行列式的值相等。 

性质3相似的矩阵或者都可逆.或者都不可逆：当它们可逆时，它们的逆矩阵也相似。 
性质4相似的矩阵有相等的秩。 

定义2 «级矩阵為=(<^)的主对角线上元素的和称为 A 的迹，记作 fr ( A )。 即 
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fr(i4) = a" + a 2? + …+ a … (2) 

命题 1 矩阵的迹具有下列 性质： 

fr(A + B )= tr ( A ) A - tr ( B ) 9 (3) 

tr ( kA )= ktr ( A ) * (4) 

tr ( AB )= tr ( BA ). (5) 

证明 （3〉、（4> 式是显然的。下面证 （5) 式： 

设 八=(^)，8=(\)都是”级矩阵，则 

tr ( AB )= 2( AB )(. m ) = 

i•1 i-l *-I 

tr (, BA )= j ]( BA )(, k ; k ) = = EEa -*-* 

*-l *-I i-l i-l 4-1 

因此 tr (, AB )= tr (, BA ). 

虽然一般地关 BA , 何是公式 （5) 表明： 

tr (. AB ) = tr (. BA ). 

由此可见， n 级矩阵的迹是从矩阵乘法的非交换性中提取的有关交换的信息。 

性质 S 相似的矩阵有相等的迹. 

证明设 A 〜则有可逆矩阵 P , 使得 P ' AP = B . 于是 

tr ( B ) = tr(P ' AP ) = tr (. p -'( AP ))= 0-(( AP ) P -')= tr (, A ). 

性质2、性质4、性质 5 表明： 矩阵的行列式.秩、迹都是相似关系下的不变*，简称为相 
似不 变置。 

研究 n 级矩阵的相似不变费，以及在《级矩阵 A 的相似类里找_个比较简单的矩阵， 
研究它的性质，从中获得 A 的相应性质.（在相似关系下不变的性 质）. 这是研究矩阵的 
相似关系的重要性之 一. 

n 级矩阵 A 满足什么条件才能找到可逆矩阵 P , 使得为对角矩阵？即 A 满足 
什么条件才能相似于对角矩阵？ 

如果 n 级矩阵 A 能够相似于一个对角矩阵，那么称 A 可对角化。 

定理丨数域 K 上 n 级矩阵 A 可对角化的充分必要条件是， K " 中有 n 个线性无关的 
列向最 a ,, a 2 , … , a ■，以及 K 中有； i 个数 A ,， A : ,…， A . (它们之中有些可能相等），使得 

Aoi = A , a , , i = l ，2, … ，”. （6) 

这时，令 P =( oi ，<* 2 ,…，《»■)，则 

P^'AP = diag { Ai ， A 2 ， …， A , }• 

证明 i 4~ D = diagU 1 ， A ”一, A ],** ieK ， i = l ，2，."，” 


(7) 
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㈡ 存在 K 上 n 级可逆矩阵 P =( 氣 ，吣，… ，軋〉 ，使得 
P 'AP = D , 

即 AP = PD , 

即 A(ai » a 2 ** a „) = ( a t ， a 2 ，… » a«)D 
即 ( Aa \ *Aat *•••, Ai Jt ) = (Aiai 山 a 2 ，…，久几) 

㈡ K " 中有 n 个线性无关的列向贵 fl ,， a 2 ，… ，瓜 ，使得 

Aa x = AiOi 、 Aa ! 二 A 2 a 2 , —= Aui w . 


5.4.2 典型例题 


例 1 证明 ：与幂 等矩阵相似的矩阵仍是幂等矩阵。 

证明设/\是《级幂等矩阵，且 A 〜则存在 n 级可逆矩阵 P , 使得 B = P ~' AP . 


从而 


B 1 = P -' A 1 P = P -' AP = B . 


因此 B 是幕等矩阵。 

例2证明 ：与幂 零矩阵相似的矩阵仍是幂零矩阵，并且它们的*零指数相等。 

证明设级幕零矩阵，其幕零指数为/»设 A 〜 B, 则存在”级可逆矩阵 P, 使 
得5 =尸— AP。 于是对任息正整数 m, 有 B—spMA—P , 从而攻=尸 屮 =0。因此 B 
是幕；矩阵。当 m</ 时，假如 B _=0, 则这与/是 A 的幕芩指数矛盾。 
因此当时， B •垆0。从而 B 的幂零指数为 /• 

例3设/(： 1：)=«1。+010：+… +a_:r" 是数域 K 上的一元多项式， A 是数域 K 上的一 
个《 级矩阵 ，定义 

/( A ) = a 0 J + aiA + …+ a m A m . 

称矩阵 /(A) 是 A 的一个多项式.证明 ：如果 A 〜那么 /( A) 〜 /(B), 

证明设 A 〜 B, 则存在 n 级可逆矩阵 P, 使得 B=P— l AP。 从而 
/(B)= a。/ + <i|B + …+ a m B m 
= a ( J + a,P M AP + … 

=/^(<>。1 +。,八+… + a>> A")P 
= P'/(A)P 

因此 /( A) 〜 /(B)。 

例4设 A 是数域 K 上的》级矩阵，如果有正整数《使得 A" = 7,那么称 A 是 周期矩 
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阵„使得 A"= 丨成立的最小正整数 m 称为 A 的周期。 证明： 与周期矩阵相似的矩阵仍是 
周期矩阵，并且它们的周期相等。 

证明设 A 是《级周期矩阵，其周期为 m。 设 A 〜 B, 则存在 n 级可逆矩阵 P, 使得 
BsP—'AP。 从而对任意正整数 s 有 B* = P— ，八屮.于是 B_ = P— 1 A—P = P- 1 /P= 7。因 
此 B 是周期矩阵。当 s < m 时，假如 B' = J ，则这与 A 的周期为 m 矛盾。 
因此 B 的周期等于爪。 

例 S 证明 ：如果 72级矩阵 A 可对角化，那么 A 〜 A'. 

证明设 n 级矩阵 A 可对角化，则存在 n 级可逆矩阵 P , 使得，其中 

因此 D' 〜 A'。 由于 D'= 

D, 因此 D 〜 D'。 由相似关系的传递性得, A 〜 A'. 

例6证明 ：如果 n 级矩阵 A 的相似类里只有一个元素，那么 A —定是数1矩阵。 

证明任取一个 n 级可逆矩阵 P, 则于 A 的相似类。由于 A 的相似类里只有 
—个元索，而 A 〜 因此 A 的相似类里只有一个元家 A, 从而 pyAP=A。 于是 AP=PA。 
据补充题四的第3题的结论得, A 是数微矩阵。 

例7每行有且只有一个元索是1,每列也有且只有一个元索是1,其余元索全为0的 n 级 
矩阵称为》级置换矩阵。设 P 是”级置换矩阵，它 的第/ 列的元素1 位于第6 行,/=1，2,…， n • 
证明： 

(1) P = (*,, .«, 2 ，…， S.. ) » 

(2) 把I的第1,2,行分别调到第“，£,，•••，■__行的位置得到的矩阵等于 P» 

(3) 把丨的第,, ，i 2 , … A 列分别调到第1,2,…列的位置得到的矩阵等于 

(4) P 可逆，并且 P-isP', 从而 P- 1 也是》换矩阵； P — 1 是把/的 第，， 行分 
別调到第1,2,…， n 行的位置得到的 矩阵； P- 1 也是把/的第1,2,…，”列分别调到第 

…, i, 列位置得到的 矩阵* 

(5) 在一个/I级矩阵 A 的左边乘上置换矩阵 P, 就相当于把 A 的第1,2,…，”行分别 
调到第6，; 2 ，•..，!•，行的位置丨在 A 的右边 乘上置 换矩阵 P， 就相当于把 A 的第,«- 2 , 
列分别调到第1,2,… ，n 列的 位置。 

证明（1>由于 P 的第/列的元素1位于第 行,其余元素余为0,因此 P 的第/列是 
。从而 

P = ( e, t . e , 2 ，•••，&•)• 

(2) 和 （3) 都是显然的。 
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(4) 由于 



因此 P = (8., , e . ; . — > 可逆，且 



由此#出 ， P 1 也是置 换矩阵，并且 P - 1 的第走行的元索1位于第 G 列 ； P 1 是把/的第 


»_ 2 ，…，《■•行 分别岡 到第1,2,…， n 行的位置得到的矩阵 ； P 1 也是把 f 的第1,2，〜，《列 
分别调到 第；， 列的位置得到的矩阵. 

(5) 设 A 的行向 M 绀是 — 由于 P 的第 i , 行的元索1位于第 /列上 ，因此 
PA 的第行是 U = l ,2, …， n 。 从而 PA 是把 A 的第1,2 ，…; 1行分别调到第 m A ，…， i , 
的位 H 得到的矩阵。 

设 A 的列向量组是 a , . o 2 ,-. a .. 由于 P 的第/列的元索1位于第6行，因此 AP 的第 Z 
列是。从而 AP 是把 A 的第 i , ,« z , 列分别调到第1,2,…, n 列的位置得到的矩阵。 

例8证明 ：实数 域上的 S 换矩阵是正交矩阵。 

证明设 P 是实数域上的 n 级罝换矩阵。 由于 P is〆 ， 因此 P 是正夂 矩阵。 

例 9设 i , 是1，2^"，/»的一个排列，设 A = ( aiJ ) 是 n 级矩阵，令 




证明： A 〜 B 。 

证明取一个置换矩阵 P =( i ^ e ,. )。则 P _」= 〆 。 设 A 的列向量组是 a ,， 

则据例7的第 （5) 小题的结论得 

P ^' AP = P '( a, t , a , 2 ，..•，<*.-) 
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a *.«. 


… S *. 


a 4.. 




••• 气 


因此 A 〜 B 。 

例 10 证明： diagUi ， A 2 ， …， I } 〜 diagU, t ，A〜 ，…， A,, } ，其中••乂 是 1 ，2,…，”的 
一个排列。 

证明设 A = ( a ^) = diag { Ai ， A ” …， A ,} ，_ 

〜=入“ =1，2，..，；1; a v =0, 当 i^jo 


由例9的结论立即得到 

例 11 设 


A 〜 diag { A 1| tX ^ ，…， A ,_ 



0 

1 

0 … 0 0 


0 

0 

1 — 00 

Jo = 

… 

… 

■ ••• ••參 • • • 

0 

0 

0 … 0 1 


0 

0 

0 … 0 1 


‘ 0 

0 

0 … 0 0 

证明： Jo - Jo \ 

证明取置 换矩阵 p = <«»，《»- 

1，… 

, el > ，则 p-'=p' 

因此据例 7 第 （5> 小题结论得 

P-'JcP- 

= P' 

(«^1 

，0) 


rt X : 


0 

0 

0 

… 0 

0 

1 

0 

0 

… 0 

0 

0 

1 

0 

… 0 

0 

0 

0 


… 0 

0 

0 

0 

0 

… 1 

0 



因此/。〜 Jo \ 

例12证 明：如 果数域 K 上的”级矩阵 A 、 B 满足 AB — BA = A ，那么 A 不可逆。 
证明假如 A 可逆，则在 AJ 3— 8八=八两边左乘得 
B-A'BA = I. 
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从而 

A = pl h °)(^ G V=P 广 

Vo o/1g 3 g ,) Vo 0 / 

由于 

jI, Gj\_^ //, 0\ q) + c, •g) | /L 0 \ 

\o 0 / ② + ① <-g: 广 U 0/ ^ \o o' 


于是 tr(.B-A-'BA) = tr(,I) = n a 又有 

tr(.B — A~'BA) = tr(B) — irCA~ l BA) -- tr(B) —tr(B) = 0, 

矛盾。因此 A 不可 逆。 

例 13 证 明：* 等矩阵一定可对角化，并且如果幂等矩阵 A 的秩为 r ( r >0>, 那么 


Vo 0/ 

ank ( A ) = r ( r >0). 

(l r 0 \ 

A = P ( Q . 
VO 0/ 


证明设 A 是 n 级幂等矩阵， rank ( A )= r ( r >0)。 则存在 n 级可逆矩阵 P 、 Q ， 使得 


由于，因此 


p (o Xo M > 


( ： X J o ：)=(o 


G = QP = 
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因此 

从而 

因此 

令 

则 



点评： 

我们在以后还会给出例13的其他 证法。 

例 14 证明 ：数域 K 上幕等矩阵的秩等于它的迹. 

证明设 A 是数域 K 上 n 级幂等矩阵，且 r ank ( A ) = r 。 则据例13的结论得, 



由于相似的矩阵有相等的迹，因此 

IriA) = :)= r = rank ( A ). 

例 IS 设 A ,, A 2 ，…， A , 都是数域 K 上的 n 级矩阵，证明 ：如果 SA . = J . 且 A ,, A 2 , 

i-1 

…， A , 都是幂等矩阵，那么 i ； rank ( A .> = ”• 

i-1 

证明由于= /•因此 = fr ( J ), 从而 


y ] gr ( A .) = n. 
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由于 A ,， A 2 ，…， A , 都是幂等矩阵，据例14的结论得 

2 rank ( A ,) =公尔 ( A ,) = rt . 

i-l •-! 

点评： 

t » 

在本章习题 5. 3 的第 12 题指出 ：如果 且 I ] ^^(/^:〜那么八”八纟，…， 

1-1 «-1 

A , 都是幂等矩阵，且 A . A , =0( 当 i ¥= j ). 

例16 证明： 如果实数域上的 n 级矩阵 A 与 B 不相似，那么把它们看成复数域上的矩 
阵后仍然不相似。 

证明假如把 A 与 B 看成复数域上的矩阵后它们相似，则存在复数域上的”级可逆 
矩阵使得[； -| 八17=£^设 l /= P + iQ , 其中 P 、 Q 都是实数域上的矩阵。想构造一个实 
数域上的”级可逆 矩阵。 为此任给实数 i , 考虑行列式丨 P 十，它是 〖的至 多”次的多项 
式。由于数域 K 上的”次多项式在 K 中至多有”个根（见《高等 代数》 （第2版，下册）第7 
萑 7. 6界的定理 4) ,因此存在实数/。，使得 I P +< 0 Q | #0•令 S = P +6 Q , 则 S 是实数域上 
的《级吋逆 矩阵。 

由于 UdAt / sB , 因此 A (；= l / B 。 从而 

A(P + iQ ) = (P + iQ ) B . 

由此得出， AP = PB , AQ = Qa , 因此 

AS = A(P + toQ) = AP + t 0 AQ = PB+toQB = SB. 

于是 S M AS = B 。 这表明实矩阵 A 与 B 相似，与已知条件矛盾。 

点评： 

从本节的定义1知道5上的”级矩阵 A 与 B 相似，需要找 到苹碜 上的”级 
可逆矩阵 P , 使得 

P — AP = B 。 这一点容易被忽视 • 

习题 5.4 

1. 证明 ：如果 A 那么 M ~ AB ， A ’ 〜 B ’。 

2. 证明 ：如果 A 可逆，那么〜 BA 。 

3. 证明 ：如果 A , 〜 那么 

[ a , m . 

[o a 2 J { o b 2 
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4. 证明 ：如果 A 与 B 可交换，那么 P ' AP 与 PMBP 可交换。 

5. 证明：与单位矩阵/相似的矩阵只有7自己。 

6. 证明 ：与数 量矩阵 W 相似的矩阵只有 A / 自己。 

7. 证明 ：与对 合矩阵相似的矩阵仍是对合矩阵。 

8. 证明 ：如果 A 〜 B , 那么使 WBzpdAP 的所有可逆矩阵 P 组成的集合可以用 
下述方法得到 ：将与 A 可交换的所有可逆矩阵组成的集合中的矩阵，右乘以 n , 中一个 
矩阵而得到。即取定一个,则 

n, = {SPo \ se n 2 ). 

9. 证 明：如 果数域 K 上的2级矩阵 A 满足 AB —BA = A ，那么 A 2 =0„ 

10. 设 A 、 B 都是数域 K 上 ri 级矩阵。证明 ：如果 AB — BA = A ，那么对一切正整数 I 有 

rr ( A *) = 0. 

11. 设 A 、 B 、 C 都是数域 / C 上;> 级矩阵，证明 ：如果 AB-BA = C , 且 AC = CA , 那么对 
—切正幣数 I 有 

tr ( C ) = 0. 

12. 设6,，6 2 ，…，都是正实数，且亡6. = 1.设 A = ( a # ) ，其中 

1-1 

,1- A .. 当 《_ = j 

" '~ Vl >, b , , 当 

求矩阵 A 的秩; A 能否对角化？若 A 可对角化•写出与 A 相似的对角矩阵。 

5.5 矩阵的特征值和特征向 M 

5. 5.1 内容精华 

在 5.4 节的定理1中，我们看到为了判断一个71级矩阵 A 能不能对角化，需要寻找满 
足 Aa ,= A ,«, 的向 ffia , 和数 A ,。 此外，在解析几何的二次曲面或二次曲线的方程的化简 
中，以及在振动、机械压力、带电系统.量子力学、化学反应、遗传学、经济学等领域中，也® 
要研究满足 Ai = A Q a 的向 Ma 和数 A 。。 于是抽象出下述概念： 

定义1设 A 是数域 K 上的 r > 级矩阵，如果 P 中有非零列向童 a , 使得 
Aol = A 。® ，且 A 。 6尺， 

那么称 A 。 是 A 的一个特征值.称 a 是 A 的属于特征值 A 。 的一个特征向置。 



第 5 章矩阵的相抵与相似 


• 319 • 


如果 <* 是 A 的属于 A » 的一个特征向量，那么对于任意 々 eK , 有 
A ( te ) = k (. Aa ) = *( A 0 a ) = A 0 ( te ). 

因此当时，他也是 A 的属于 A 。 的特征向量. 

注意： 零向&不是 A 的特征向*。 

如何判断数域 K 上的 n 级矩阵 A 是否有特征值和特征向最？如果有，怎样求 A 的全 
部特扯值和特征向最？ 

A 。 是 A 的一个特征值是 A 的厲于 A 。 的一个特征向量 
㈡ Aa = Ao 0. a 9 £ 0, Ao 6 K 

( Ao / _ A)o = 0. a : ? t O , Ao € K 

㈡ a 是齐次线性方程组 a 。/— A ) x = 0 的一个非零解 . Aoe/f 
㈡ | Ao /- A | =0, a 是 (义。/—八)*=0 的一个非零解 , AoeK 
« A 。 是多项式 |AI — A 丨在 K 中的一个根, <* 是 ( A ,7 — A ) X =0 的一个非 零解。 

把称为 A 的特征多项式，写出 | A / \丨就是 

|A — a „ — a,i … — a ,. 

— an … —a 2 . 

—••• \— a m • 

由上述讨论得出 

定理 1 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，则 

(1) A 。 是 A 的一个特征值当且仅当是 A 的特征多项式 UZ _ A | 在 K 中的一个根 t 

(2) a 是 A 的属于特征值 Ac 的一个特征向 ffl 当且仅当 a 是齐次线性方程组 ( Ao / — A > X =0 
的一个非芩解^ 

于是判断数域 K 级矩阵 A 有没有特征值和特征向量，如果有，求 A 的全部特征值 

和特征向 S 的方法 如下： 

第一步，计算 A 的特征多项式 | A / — A | ; 

第二步，如果多项式 | A 7_ A | 在 K 中没有根，那么 A 没有特征值，从而 A 也没有特征向 S 。 
如果 | A /— A | 在 K 中有根，那么它在 K 中的全部根就是 A 的全部特征向量，此时做第 三步； 
第三步，对于 A 的每一个特征值夂，求齐次线性方程组 （ A ,/— A)X = 0 的一个基础解 
系：不 ，屮 于是 A 属于 A , 的全部特征向量组成的集合是 

+ 灸2»}2 + …+ I *1 > k t ，― k , 6 K , 且它们不全为 0}. 

设 A , 是 A 的一个特征值，把齐次线性方程组 UJ — A ) X =0 的解空间称为 A 的厲于 A , 
的特征子空间.其中的全部非零向录就是 A 的属于夂的全部特征 向量。 


U/-A| = 


— aii 


— a.\ 
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相似的矩阵还有下列 性质： 

性质1相似的矩阵有相等的特征多项式。 

证明设 A 〜则有可逆矩阵 P , 使得 B = P 于是 

|AI-B|= |A/-P-'AP|= |P-'(A/-A)P|= |P-' I \XI-A \I P |= |A/-A|. 
性质 2 相似的矩阵有相同的特征值(包括重数相同）。 

由性质1、性质2看出，矩阵的特征多项式和特征值都是相似不变量。 

注意：特征多项式相等的两个 n 级矩阵不一定 相似。 例如 



A 与丨的特征多项式都等于 ( A _ l > 2 , 但是 A 与/不 相似。 

命题1设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，则 A 的特征多项式是一个”次多项 
式, A " 的系数是的系数等于 一 tr ( A ), 常数项为 （一1>_| A |, A •―的系数为 A 的所有走 
阶主子式的和乘以（一丨）* 

证明设 A =( a>y >的列向最组是 a! ，<*:，…， a,。 

A — an 0 — a , 2 … 0 — a ,. 

0 — a 2 i A — a 2 2 … 0 — a 2m 

••參 ••• ••• ••• 

0 — a nX 0 — a ^ … 0 — a m 

利用行列式的性质3和性质1,|彳/一泌|可以拆成2_个行列式的和，它们是 

— an 一如 … — 〜 

— — a 22 •- 一 a u 

— a ml — a„2 …一 

(― ai ，…， — a>,-i » - a Jl +} ，…， Afi ,: ，…， ，•••，—〜）， 

其中 ”， 々=1，2,…，”一1。 

上述第一个行列式等于厂，第二个行列式等于（一 in a 丨，对于第三种类型的行列式， 
按第）,，) 2 ,…»列展开，这 n ~ k 列元素组成的” 一* 阶子式只有一个不为0: 

A 0 … 0 

0 A — 0 , 

• =义 ， 

0 0 … A 


A 0 … 0 

0 A … 0 

0 0 … A 


U/-A| = 
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其余 n - k 阶子式全为0,这个不等于0的 n - k 阶子式的代数余子式为 

. / • / . » 

(_ 1〉0| (_ A ) (力,’’ 2 ,’ 

\ j 、’， jt f ，…， jk ’ ’ 

.I . f . / 

Vi fji ，…， J * / 

其中 <)〆，)/，."，)*'}€ U,2, …， n} 因此第三种 

类型的行列式的值为 

(-耐■:，)◊•.•，)*:卜. 

v 7 i *72 * — *；* ' 

由于 lO/CjV-Cj/gn， 因此 U 卜 A| 中 A— 的系数为 

(-D* S 

- v'l *>2 ，…， h ’ 

其中々 = 1,2,…， n-l。 特别地，当 k -\ 时，得到 U^_A| 中 A- 1 的系数为 


一 (an -f 如 + …+ a_ ) = — tr(A). 


因此 


| 又 7 - A I = A* -/KA)^" 1 + …+ (- 1)* 2 A ( 十， ’: ， )V* 

+ … + (-l>- I A |. 

定义 1 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵, A, 是 A 的一个特征值。把 A 的厲于 A, 的特征 
子空间的维数叫做特征值 A, 的几何重数•而把 A, 作为 A 的特征多项式的根的®数叫做 A, 
的代数重数，把代数重数简称为重数。 

命题2设 A , 是数域尺上”级矩阵 A 的一个特征值，则 A, 的几何重数不超过它的代 


数 重数。 

证明设 A 的属于特征值 A, 的特征子空间 W , 的维数为〜在中取一个基 a,，a 2 ，…， 
ft •，把它扩充为 K" 的一个基 a!，c» 2 ，…， a,， 择，…， fr - ,•令 

P = (ai ，<*2，… ，a, ，妒，… U ， 

则 P 是 K t 的 n 级可逆矩阵，并且有 

P ' AP = p -'( Aa , , Aa 2 , — . Aa .^ Afi t . — 

= a,P P* 1 a.,P M A^, ，…， p- 1 Afi rr ). 

由于 i = P 'P = (P 'a, ,P 1 o ! ,-,P , o,, P,-,P ,), 

因此 Ci = P ' a , , e 2 = P _1 o 2 , — » e , = P ' a ,. 
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从而 


P " l AP = ( A , c , , A , c 2 ,-, A , c r ,P ，-, P - 1 ^ 

_ fXiL B 、 


U c) 

由于相似的矩阵有相等的特征多项式，因此 


| A /- A | = 


! A/ r — Ai l r — B 


0 


AJ『 r 一 C 


=|A/ r -A，M |A/_-C| 

=(A-A,) r |A/^r-C|. 

从而 A , 的代数重数大于或等于 r ， 即 A , 的 代数* 数大于或等于 A , 的几何重数。 

注:关 于多项式的因式分解，多项式的根及其重数的内容详见《高等代数》(第2版，下册） 
第7章的 7.4 节、 7.5 节、 7.6 节。 


5.5.2 典型例题 


例1求 复数域 上矩阵 A 的全部特征值和特征 向最: 

4 7-3 

A = -2 一 4 2 • 

一 4 一 10 4, 


解 


| A /- A | = 


A -4 -7 3 

2 A +4 -2 

4 10 A -4 

A + 4 -2 

_ 2 A + 2 A 


= ( A ~4) 


A -4 一 7 3 

2 A +4 -2 

0 -2 A + 2 A 

一7 3 
- 2 A + 2 A 


=(A — 4)a 2 +4> +2a + 6) = A 3 - 4 A Z + 6 A - 4 


=( A -2)( A 2 -2 A + 2) = ( A -2)[ A -( l + i )][ A -( l - i )]. 
因此 A 的全部特征值是 2 ，l + i ， l 一 i 。 

对于特征值2,解齐次线性方程组 (2 f _ A ) X =0: 


-2 一 7 3 


一2 — 7 3、 


一 2 一 1 3 


1 0 2 

2 6 —2 


0-11 


0-11 


0 1-1 

4 10 —2 


0-4 4 


0 0 0 


0 0 0 



它的一般解是 
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|xi =— 2x 3 * 

\^2 一 工3* 

其中：^是自由未知量。于是它的一个基础解系是 

2 

fli = — 1 • 

- 1 

所以 A 的属于特征值2的所有特征向景组成的集合是 

{ k , a , | k , 6 K 且 h ^0}. 

对于特征值 1+ i , 解齐次线性方程组 [(1 + i )/ — A ] A ： = 0 : 


一 3 + i — 7 



2 

5 + i 

— 2 


1 

香 +r - 1 

2 5 + i —: 



-3 + i 

一 7 

3 


0 

1 -i i 

4 10 —3 + i 


4 

10 

-3 + i 


0 

-2 i 1 + i 


1 

吾+ 

如— 


1 0 

1 

J 



-_ 

0 

1 一 

i i 


0 1 一 

皆+ 

音彳 



0 

0 

0 


0 0 

0 




它的般解是 

j xi = (- i +i 卜 

其中 X , 是自由未知 1 。于是它的一个基础解系是 

l -2 i 1 
a 2 = 一 1 + i • 

所以 A 的属于特征值 1 + i 的所有特征向量组成的集合是 
{ kta t | k t e K 且 h 乒 0 }. 

据下面的例 2 的结论得到， A 的属于特征值 l _ i 的所有特征向量组成的集合是 
{ kjOl I 々 3 6 K 且 A3 尹 0 }. 

例2设 A 是复数域上的 n 级矩阵，并且 A 的元索全是实数。 

证 明：如 果虚数 A 。 是 A 的一个特征值, a 是 A 的属于 A 。 的一个特征向最，那么 X 。也是 
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A 的一个 特征值，且^是八的属于 G 的一个特征向量。 

证明在 A «= A 。** 两边取共轭复数得， Ai =； U *。 由于 A 的元素都是实数，因此 A a - = 
A „« o 这表明 A 。 也是 A 的一个特征值 , a 是 A 的属于夂的一个特征向量。 

例3下述矩阵 A 如果宥成实数域上的矩阵，它有没有特征值？如果宥成复数域上的 
矩阵，求它的全部特征值和特征 向量： 

A = ( J ， a 是实数，且 a 尹 0. 

解 丨义卜/\|= A _£， = A 2 + a *. 
a A 

由于 ci 是非零实数，因此 A 2 十 a 2 没有实根。从而实数域上的矩阵 A 没有特征值。 
如果把 A 宥成复矩阵，那么 A 有特征值<^，一 ai 。 

对于特征值 d , 解齐次线性方程组 ( ai /- A > X =0: 

ai _<J \_ ( a ，一" 
a a \ I '0 0 I '0 

它的一般 解是: 心=一匕 2 ，其中 A 是自由未知 ft 。 于是它的一个基础解系是 



因此 A 的厲于 ai 的所有特征向燉组成的集合是 

{k,a t I <r, € CH*r^0}. 

A 的厲于 一 ai 的所有特 征向敏 组成的集合是 

U 2 a , U 2 € C 且心关 0>. 

例 4 证 明：幂 零矩阵一定有特征值，并且它的特征值一定是 0 S 
证明设 A 是数域 fC 上的 ”级幂 零矩阵，其幕零指数为厶则4=0。于是|<4卜=0。 
从而！ A |=0。 因此得出 

| 0/-A | = |-A | = (-1)" I A |=- 0. 

因此0是 A 的一个特征值。 

设 A , 是 A 的一个特征值，则存在且 a 关 0. 使得如 = A l 0 u 两边左乘 A 得， A 2 a = 
A ( A , a )= A ,( Ax )= A ? o 0 继续这个过程，可得到沿 《= AU 。 由于 W =0,因此 Aia = 0。 由于 
aT ^ O ，因此 M =0。 从而 AiSO , 

例 S 证 明：幂 等矩阵一定有特征值，并且它的特征值是1或者0。 

证明设 A 是数域 K 上的 n 级幂等 矩阵， 如果 A » 是 A 的特征值，那么有 a 6 K ’ 且 
ay ^ o •使得两边左乘 A , 得 A 2 a = AU «*= Wa ， 由于 A * = A ，因此 A * = ■于 


；) - 
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是 A - a = A ? er 。 从而 （ A 。一 A 5 )<*=0。由于 <*式0，因此 A 。 一 A 5 = 0。因此推出 A 。 = 0或 An = 1。 

设 nmk ( A >= r 。 若 r =0, 则 A =0, 此时0是 A 的特征值,1不是 A 的特征值。若则 
A = I .此时1是 A 的特征值，但0不是 A 的特征值。若 0< r < n , 则 A 不满秩，从而 jA |=0, 因 
此|0卜 A | = | — A |=(-1)"| A |=0。 于是0是 A 的一个特征值。由于 A 是幂等矩阵，因此 
据4.5节的典型例题例3得,^油(/-八> =«-^以(>\)<; 1 。从而丨 J _ A |=0, 于是1也是 A 
的一个特征值。 

点评： 

在例5的证明的第一段只是证明了 ：如果 A 。 是幂等矩阵 A 的特征值.那么〗。=0或 U 
这时并未证明0或1是不是 A 的特征值。因此还需要第二段。亊实上从第二段看出，当 
A ^/ 时，1是 A 的特征值 ，但是 0不是 A 的特征值。只有当 0< ra nk ( A >< l 时，0和1才都 
是 A 的特征值。 

例6设 A 是数域 K 上的 n 级可逆矩阵， 证明： 

(1) 如果 A 冇特征值，那么 A 的特征值不等于0; 

(2) 如果 A 。 是 A 的一个/«特征值，那么 A 。 1 是 A 1 的一个/重特征值， 

证明（1>由于 A 是;1级可逆矩阵，因此 

I 0 J-A | = |-A | = (-1)' I A 1^0. 

从而 0 不是 A 的特征值。这 表明： 如果 A 有特征值，那么 A 的特征值不等于 L 

(2) 设 A 。 是 A 的一个/重特征值，则 A 。 是 A 的特征多项式 | Af — A | 的一个/重根，于 

是有 

| A/-A |= (A-A 0 )'g(A >， (1) 

其中 g ( A ) 是 n - A 次多项式 ， R g ( A 〉 不含因式 ( A — A 。）， 

把《(义）在复数域屮因式分解.则（1>式成为 

I A/ - A | =( 又一入。 ) ， “ 一 “ ， '…“ 一/^-， <2) 

其中是两两不等的复数，且它们都不等于 A 。， 

A 用士代人，<2)式的左端展开成 A 的多项式后，从（2>式得 
从 [WA 1 的特征多项式 U / — A ' 1 丨为 
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= I A~ l | (- 1 + AoA) 1 C- 1 + AiA) 1 * ― (-1 + A.A 

=1 A - 1 I AUi 1 … AtU — ！ /Cl — 异广… ( A — 年) 

Ao A| Am 

因此 f 是 A 1 的特征多项式的 / 重根。从而/是^1的/重特征值。 

Ao Ao 

注 ：关于 A 用士代人的合理性详见《高等代数 K 第2版，下册）第7章 7. 1节的定理3。 

例7设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，证明 ：如果 A 。 是 A 的 Z 重特征值，那么 A § 是 A 2 
的/重特征值。 

证明设 A 。 是 A 的/重特征值，则 

U / - A | = < A - A 0 ) , g ( A ), (3) 

其中 g ( A > 是 n - l 次多项式，且 g ( A > 不含因式 ( A — A 。）。 

把 g ( A > 在复数域中因式分解•则 （3) 式成为 

I A/ - A | = (A-A 。 V(A-A I ) , ■… （ A—A 南 ） , ■, (4> 

其中 A , ，…,是两两不等的复数，且它们都不等于4。，/,+% + /- = ”一/。 

A 同一 A 代人，把 (4) 式左端展开成 A 的多项式后，从 (4) 式得 

| — A / — A | = (― A — Ao )' ( — A — Ai )'' •••(— A — A „)'- » 

于是冇 

I A/+A 1= ( A + AoVU + AiVh.U + A -)，-. (5) 

把 (4) 式与 （5) 式相乘•得 

| X 2 I - A Z |= ( a 2 - a 5) , ( a 2 - a ;) , i ."( a 2 - aL ) , _ (6) 

A J 同 A 代人，把 (6) 式左端展开成 A 的多项式后，从 (6> 式得 

| XI - A 2 | = ( A — Al ) , ( A - A ; V ，…( A - A ； I ) , • ⑺ 

从 （7) 式看出 ， A ? 是 A 2 的特征多项式 U /_ A 2 I 的 Z 重根，从而 A ? 是 A 2 的 Z 重特征值。 

注 ：关于 A 用 一 A 代人, f 用 A 代人的合理性详见 《高等代数》 （第2版，下册）第7章 
7.1 节的定理3, 

例8设 A 是一个”级正交矩阵， 证明： 

(1) 如果 A 有特征值，那么它的特征值是1或 一 1; 

(2) 如果 | A |= — 1, 那么一 1是 A 的一个特征值； 

(3) 如果 | A 1==1, 且”是奇数，那么1是 A 的一个特征值。 

证明 （1) 如果 A 。 是正交矩阵 A 的一个特征值，那么在 R " 中存在 a 尹 0,使得 M = 
Aoflo 此式两边取转置得，《*'及'=义。0'。把上面两个式子相乘，得 
(.aA'^CAa) = (Aaa'KAoO). 
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由此得出,即 ( A 5- l ) a ' or =0, 由于 cr ^ O , 因此 a ' a 关 0. 从而 1=0. 于是 A „ = ± l . 

(2) 如果正交矩阵 A 的行列式 | A |= — 1, 那么 

|-/- A |= | A (- A '- J >| = | A | \(- A - n '\=- 
于是 2 丨一 J — A |=0。 从而丨一 f _ Al =0. 因此一1时 A 的一个特征值。 

(3) 如果 I 川=1,且 n 是奇数，那么 

|/- A |= | A ( A ， -/)| = | A I |-(/- A ) / |= (-1)'|/- A |=- |/- A |. 

于是 2|7— A 丨=0。从而 | f — A |=0. 因此 1 是 A 的一个特征值 • 

例 9 设分别是数域 K 上矩阵。 证明： 

(1) 与 BA 有相同的非零特征值，并 J 1 重数相同 | 

(2) 如果是的《于非零特征值 A 。 的一个特征向量，那么 Bo 是 BA 的属 于特征 
值 A 。 的一个特征向最。 

证明（1>用 4. 5节的命题2的结论得 

A " U /,- AB | = A '| a (/,- 士 AB > I = AT 卜一 ( jA)B 

= A - A -1 /. - I = A * | A /. - /JA |. (8) 

因此得出， K 屮的非零数 A 。 feAB 的特征值当且仅当 A » MBA 的特 征值* 从 Ifti 与 BA 
冇相同的非零特征值. 

设义。#0是 A « 的/重特征值，把的特征多项式 | A /, — AB | 在 fi 数域中因式分解，得 
\ Xl ,- AB \ = (； l - A 0 VU - A l Vh ..( A - A ,- 1 > , ri , (9) 

其中久。 ， Ai ....， A,-i 两两不等 ， /+Zi + … 

把(9> 式代人 (8) 式，得 

A-a-AoVU-Ai) ，， … （ A-Ah) ，” 1 =A , |A/.-«A|. (10) 

由此得出， A „ 是 BA 的特征多项式 — 的/重根，因此 A 。 是 BA 的/审特征值。 

同理,若八关0是的/重特征值.则 A 也是的/重特征值。 

(2) 设 a 是的属于非零特征值 A 。 的一个特 征向量 ，则 （ AB) a = A „<*。 此式 W 边左 
乘 B , 得 

(. BA )( Ba ) = A „( Bo ). (11) 

假如 Bo =0, 则 A »< i =( AB)a = 0, 这与 A 。 关0且 a 关0矛盾。因此 Bor 关0。 （11) 式表明 Bo 
是 BA 的厲于 特征值 A 。 的一个特征向景。 

点评： 

例!)的第 （1) 小题用特征多项式证明 AB 与 BA 有相同的非零特征值，其优点是同时町以 
证明非零特征值 A „ 的重数相同。第(2>小題用特征值和特征向量的定义，既可证明 AB 与 
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有相同的非零特征值.又可知道属于这个非零特征值 A 。 的特征向童之间的关系。例9的结论 
可以用来简便地计算一些矩阵的特征值和特征向量。 

从例9的第 （1) 小题的证明过程可看出 ， AB 与 BA 的特征多项式在复数域中有相同的 
非零根.且重数相同。 

例10用/表示元素全为1的 n 级矩阵。求数域 K 上 n 级矩阵_/的全部特征值和特 
征向*。 

解 J = 1 ■■匕，其中 U 表示元素全为1的《维列 向簫。 据例 9的结论, / 与 = 有 
相同的非零特征值。由于1级矩阵 (《) 的特征值只有 一个: n , 且它的重数为1,因此 J 的非零 
特征值只有一个且它的重数为 1. 由于(1>是 ( n > 的属于 n 的一个特征向徵，因此， 1-(1) = 
1,是•/的属于 n 的•个特征向 S , 由于 J 的特征值 n 的几何重数不超过它的代数®数1，因 
此 J 的属于 n 的特征子空间的维数为 U 从而 J 的厲于”的所有特征向最组成的集合是 
{*1. I 且务关 0}. 

由于 IJI ==0, 因此0是 J 的一个特征值。显然 J 的秩为1,因此齐次线性方程组 (07_ A ) X=O 
的解空间的维数等于《—1。容易求出这个方程组的一般解为 


X| =—X2 — X, - X.. 

其中； rm 3 , •是自由未知于是它的一个*础解系是 



从而 J 的属于特征值0的所有特征向量组成的集合是 

{走|>|| + 是 2> f 2 + "• + 是 I 々 I ，々2 ，…， e K ， 且它们不全为 0 } 

例 11 求复数域 tri 级循环移位矩阵 < ： =(&4,,€ 2 ， “‘ ， 6, _,)的全部特征值和特征向量》 
解 C 的特征多项式 |Af — CI 为 


A -1 

0 • 

•• 0 

0 


0 A 

- 1 • 

•• 0 

0 


. 

… . 

. 

… 

=X 

0 0 

0 • 

•• A 

- 1 


-1 0 

0 • 

•• 0 

A 



=A"-1. 


― 0 0 

+ (- 1 )(— 1)" -1 

… A ― 1 
… 0 A 
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于是《级循环移位矩阵 C 的全部特征值是^，…，^『、其中 5= e '-\ 
对于非负整数有 


1 ， 


r 


1 

r 


^ 2w 


r 

s 2 - 

• 

■ 

= 


=^ 




1 




因此 C 的属于特征值 r 的所有特征向董组成的集合是 

{灸（1,5_ …，与―"-〉’ I 々 € C 且走#0}. 

例12设 /( x )= aiJ + a | : r + … + a „_ r " 是数域 K 上一个多 项式。 证明 ：如果 A 。 是 K 
上 n 级矩阵 A 的一个特征值，且 a 是 A 的属于 A 。 的一个特征向景，那么 /( A »> 是矩阵 /( A ) 
的—个特征值，且 a 是 /( A 〉 的厲于 /( A 。） 的一个特征向 ft . 

证明由已知条件得于是 

f(A)a= ( a 。/+ aiA + … + a _ A_〉a 
= < j 0 o + a\Aa + ••• + a m A m a 
= a 0 a + aiAoflr 十 … + a m X"a 
= ( a 0 + aiAn + … + a „ A?)a = /( A 0 ) o . 

因此 /( A „) 是 /( A ) 的一个特征值 ,《 是/(々>的 《 于 /< A 。） 的一个特征向 
例13求复数域上》级循环矩阵 



a\ 

a 2 

Oi •， 

.• a. 

A = 

a- 


a 2 •. 

•• 


«2 


Qi •， 

•• a x 


的全部特征值和特征 向摄。 

解据 4. 2节的典型例题的例1】的结论，得 

A = ai / 4- a s C + …+ a,C"~' , 

其中级循环移位矩阵。令 

/(x) = a, +a 2 x-\ -+ a.x r, , 5 = e'^ , 

据本节的例11和例12的结论得 ， A = /( C > 的全部特征值是/(5_>,历=0，1，2,…，; !一1 ;A 
的属于特征值 /( r > 的所有特征向量组成的集合是 

{*(1，扩,产，".，5^*”")’ I * € C 且 A 关 0}. 

例 14 复数域上的 n 级矩阵 
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A = 


解 


0 

1 0 … 

0 

0 

0 

0 1 … 

0 

0 

0 

0 0 … 

0 

1 

一 flo 

— at — a 2 … 

— am -2 

— a * r-i 

求 A 的特征多项式和全部特征向最。 


A — 1 0 … 

0 

0 


0 A — 1 … 

0 

0 


••• ••• ••• 

… 



0 0 0 … 

A 

-1 


a 0 a x a 2 … 


A + 


据 2. 4节的典型例题的例5的结论，得 

| A/ — A | = A" + a«-iA ,r ' 1 + ••• + aiA + a 0 . 
说 A,,A :， …, A. 是 -A | 的全部 复根。 对于 l<i<” ，有 



1 


A, 


1 


A, 


A? 


A, 

A 

A? 

= 

: 

=A. 

A? 


: 


A” 


: 


Ar' 


一 a 。 一 aiA, — …一 a«-iAr l 


Arv 


因此（^，，^，…，义厂^是八的厲于特征值 A . 的一个特征向《。由于 


( 又 ,/ — 




(- 1 广 | 式 0 , 


而 | A ./— A |= 0 AK ran kaJ - A ) = ”一 U 从而齐次线性方程组 ( A . J — A ) x =0 的解空间 
的维数为 n_< n — 1) = U 于是 A 的《于特征值 A , 的所有特征向量组成的集合是 
M ( l ， A ,， A ? r",ArV I * 6 C 且4乒 0}. 

注：求 A 的属于特征值的全部特征向量的方 法二： 

由于 U.J — (-1)-' ^0, 

即 XJ - A 的 U ， l ) 元的代数余子式不等于0,因此据 3. 7节的典型例题例3的结论得 
iy (( A f J — A) ni t(AjJ 一 A 〉《 z ， …， （ A<I — A )«) / 

是齐次线性方程组 a 卜 a ) x = o 的一个基础解系，其中 a 卜 a 、 是 a 卜 a ) 的（”，_/)元的代 
数余子式,_/=1，2,…，《 容易计算出， ( AJ — A )«*= A ( ，…，•因 
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此 tj =( l , A . , A ?， …, A ? 从而 A 的属于 A , 的所有特征向量组成的集合是 
< K 1, A ” A ?， … . O ' U 6 C 且 *关0}. 

习题 S.S 


1. 求数域 K 上的矩阵 A 的全部特征值和特征 向最： 



2. 求复数域上的矩阵 A 的全部特征值和特征向 M ; 如果把 A 看成实数域上的矩阵，它 
有没有特征值？有多少个特征值？ 


(1 〉 fl -711 

(2) 3 

7 

一 3 

A = 5 

-2 

-5 

2 

V 3 1 

-4 

-10 

3 


3. 证明 ：数域 K 上的7!级对合矩阵一定有特征值，并且它的特征值是1 或一 1。 

4. 证明 ：复数 域上的周期为 m 的周期矩阵的特征值都是 m 次单位根（注 ：如果 一个复 
数 z 满足，=1,那么称 z 是一个 m 次单位根） • 

5. 证明 ：方阵 A 与有相同的特征多项式，从而它们有相同的特征值，并且重数 
也相同。 

6. 证明 w 级矩阵 A 有特征值0当且仅当 | A |=0。 

7. 设 A 是数域 K ■上 的；！ 级矩阵。 々6 K , 且证明 ：如果 A 。 是 A 的/重特征值，那 
么 W 。 是 M 的/重特征值， 
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8. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，历是任一正整数。证明 ：如果 A 。 是 A 的/重特征值， 
那么 A ； ■是 A " 的 i 重特征值。 

9. 设 A 、 B 都是数域 K 上的 n 级矩阵.证 明： AB 与 BA 的特征多项式相等。 

10. 设 A 是数域 K 上的级矩阵，证 明： A 的特征多项式的》个复根的和等于 A 的 
迹， n 个复根的积等于 IA| S 

11. 设有理数域上的”级矩阵其中_/是元素全为1的 n 级矩阵，&6,^0。 
求 A 的全部特征值和特征向量。 

12. 设 A = ( a , , a 2 , …, a -) 是实数域上的 lXn 矩阵，其中 a , , a 2 ,-, a . 不全为0，”>1， 
求 A ' A 的全部特征值和特征向量。 

13. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵, A ,, A :, …, A . 是 A 的特征多项式 | A/ — A |在复数域 
中的全部根(它们中可能有相同 的）。证明： 

(1) 对于复数域上 的任一 多项式(: r ), 有 
| g ( A ) | = g ( Ai ) g ( A :>— g ( A.)i 

(2) 对于数域 K 上任一多项式 /(•£), 有 / a ,)，/( A *>, …, /( A -) 是矩阵 /( A ) 的特征多 
项式 | A /—/( A > 丨在复数域中的全部根，从而如果 A , 是 A 的/,重特征值，那么 /( A ,) 是 
/( A ) 的至少 i , 重特征值。 

14. 设 A 是 g 数域上的《级可逆矩阵,…， A •是 A 的全部特征值，求 A 的伴随矩 
阵的全部特征值。 

15. 设 A 是实数域上的 n 级矩阵，证明：如果 I - A 的特征多项式的所有复根的模都小 
于1,那么 

0< | A |<2*. 

16. 设 .4 是数域 K 上”级矩阵, A ,, A :,..., A •是 A 的特征多项式的全部复根。令 

Mm 

其中/«是正 整数。 求 G 的特征多项式的全部复根 • 

5.6 矩阵可对角化的条件 


5.6.1 内容精华 


利用特征值和特征向量可以把 5.4 节的定理1写成 
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定理1数域 K 上 n 级矩阵 A 可对角化的充分必要条件是 A 有 n 个线性无关的特征 
向量 a , .<* 2 ，…，<*.，此时 

令 P = (oi .Oz .•- . a .). 

则 P -1 AP = diagd 山，…， X ， } ， 

其中九是 a , 所属的特征值 W = l ,2, …， ri 。 上述对角矩阵称为 A 的相似标准形，除了主对 
角线上元素的排列次序外, A 的相似标准形是惟 一的。 

如何判断数域 K 上 n 级矩阵 A 有没有 n 个线性无关的特征向董？ 

首先求出 n 级矩阵 A 的全部特征值。设 A 的所有不同的特征值是 A ,， A 2 ，…， A „ 。然 
后对于每个特征值夂，求出齐次线性方程组 （ AJ _ A ) X =0 的一个基础解系：韌 ， cr , 2 , …， 
a , % ，它们是 A 的线性无关的特征 向帚。 根据下面的定理2和定理3,把这 m 组向最合在一 
起仍 然线性无关。如果^+^ +…+〜^〜那么八有"个线性无关的特征向量，从而 A 可 
对角化。此时从定理1知道, A 的相似标准形中，特征值 A , 在主对角线上出现的次数等于 
»于 A , 的特征子空间的维数 r,,j = l ，2, …， / n 。 如果 r | + r 2 + m + r >1 < n ， 那么 A 没有 n 个 
线性无关的特征向摄（假如 A 有”个线性无关的特征向 设丨 是 W 于特征 
值 A , 的特征向最，则 》 i , 可以由 a , a , ,,线性表出，从而向貴组屮，中，•••，》»•可以由 
向儀组,"•，《«”，，…， 《* •.线性表出。于是 rankly ，取，…， t|Jn + … r _< 
n , 这与 ，》h •…， 》 J - 线性无关 矛盾〉 ，从而 A 不可'以对角化 • 

定理2设 A ,， A 2 是数域 K 上 n 级矩阵 A 的不同的特征值， a ,，《 x 2 ，“‘， cr , 与 P ” P ” …， 
/»,分别是 A 的属于 A ,, A 2 的线性无关的特征向世，则 t »,， …， a , ,/»,，•••，/»,线性无关《 

证明思路用线性无关向 ft 组的定义去证，注意利用 A *.= A , o ,, i = l ,2,-, s ；/ V », = 
hfi , ，）= 1，2,…， r 。 

定理3设 A ,, A 2 , …, A » 是数域 K 上 n 级矩阵 A 的不同的特征值， a , ，，…， a r ，是 A 的 
厲于 A , 的线性无关的特征向量._； = 1，2,…， m 。 则向量组 

an .••• .ai,, * — .a»i .••• .a^_ 

是线性无关的。 

证明思路对于 A 的不同的特征值的个数 m 作数学归纳法 • 

推论1 n 级矩阵 A 的属于不同特征值的特征向最是线性无 关的。 

从定理2前®的一段议论立即得出 

定理4数域 K 上 n 级矩阵 A 可对角化的充分必要条 件是: A 的属于不同特征值的特 
征子空间的维数之和等于 n 。 

从定理4立即 得到： 

推论2数域 fC 卜 . n 级矩阵 A 如果有 n 个不同的特征值，那么 A 可对角化。 
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定理4的优点在于判断 n 级矩阵 A 是否可对角化时，只要计算 A 的特征子空间的维 
数，不用求出特征向量。 

下曲给出判断矩阵 SI 对角化的第三个充分必要 条件： 

定理5数域 K 上^级矩阵 A 可对角化的充分必要条 件是： A 的特征多项式的全部 
复根都属于并且 A 的每个特征值的几何重数等于它的代数重数。 

证明必要性设 A 可对角化，则 

r . r - 

其中 A ,, A 2 ，…， A „ 是 A 的全部不同的特征值, r , 是 A 的属于特征值的特征子空间的维 
数。因为相似的矩阵有相同的特征多项式，所以 

|Al — A | =(久一入 I … (A — >’-• 

这表明 A 的特征多项式的全部根都属于 K , 并且每一个特征值的代数1数等于它的几何 
重数。 

充分性设 A 的特征多项式 | AJ _ A | 在复数域中全部不同的根 A lt A 2 ，…， Am 都漓于 
K , 并且每个特征值 A , 的几何重数 r , 等于它的代数重数，则 

| Af — A | = (A - A,(A - A : >，《 … (A - A - > r - • 

从而 r ,+ r 2 + … + r _ = n . 据定理4得， A 可对角化。 

定理的优点在 于：只 要知道 A 的特征多项式有一个复根不 M 于数域 K ;则 A 不可对 
角化；或者只要知道 A 有一个特征值的几何重数小于它的代败重数，则 A 不可对角化。 
以后我们还会继续给出矩阵可对角化的充分必要条件。 

5.6.2 典型例题 

例丨证明：幕等矩阵一定可对角化，并且如果 ”级幂 等矩阵為的秩为；•(「>(»，那么 



证明若 r =; i , 则 A 可逆。 从 A 2 = A 得出， A =7 ，结论显然 成立。 若 r =0, 则 A = 0。 
结论也成立。下面设 oo < n 。 

从 5. 5节的典例题的例5的证明过程中看出，当 0< r < ”时，幂等矩阵 A 的全部特 
征值是0，1。 

对于特征值 0 ,齐次线性方程组 (0 卜 A ) X =0 的解空间 VV 。 的维数等于 n — rank (— A )= n - r 。 
由于 A 是幕等矩阵，因此 rank ( A > + rank (/- A > = ”。从而 rank (/- A ) = n ~ r „ 



对于特征值1，齐次线性方程组 （ Z — A ) x =0 的解空间 M 的维数等于 r ,- ranker - A )= 
7 i —( n — r ) = r „ 因此 

dimW 。+ dimW , = (n — r ) + r = n . 

从而 A 可对角化。 A 的相似标准形中，特征值 1 在主对角线上出现的次数等于 W , 的维数 
r , 特征值0在主对角线上出现的次数等于 W 。 的维数 ” 一 r 。 因此 



例2 证明： 不为零矩阵的幂零矩阵不能对角化 • 

证明设 A 是”级幂零矩阵，且设 rank ( A > = r * 据 4. 5节例 4 的结论得，4 
的特征值有且只有0。齐次线性方程组 （0/_ A)X = 0 的解空间 W 。 的维数等于 n-rank 
(― A ) = n — r . 由于 r >0, 因此 dimW 。*^。 从而 A 不能对角化。 

例3 5. 5节的例1中的3级复矩阵 A 是否珂对角化？如果 A 可对角化，求出一个可 
逆矩阵 P , 使 P -' AP 为对角矩阵。 

解从 5. 5节的例丨的解题过程知道,3级矩阵 A 有3个不同的特征值 :2 ，l + i，l — i ， 
因此 A 可对角化，今 



例 4 元索全为1的”级矩阵 J 看成有理数域上的矩阵是否可对角化？如果•/可对 
角化，求出有理数域上一个可逆矩阵 使广 iAP 为对角矩阵。 

解从 5. 5节的例10的解题过程知道，有理数域上的《级矩阵 J 的全部特征值是”， 
0;并且 J 的属于特征值”的特征子空间 W . 的维数为1，屬于0的特征子空间 W 。 的维数 
为 n -1。 于是 dimW „ + dimWo = l + (7 i - l )= n . 从而 J 可对角化■令 
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则 P~ l JP = diag < ”，0，."，0 }• 

例 5 复数域上71级循环移位矩阵 C = ( i ， a , c 2 ，…，仏-^是否可对角化？如果 C 可 


对角化，求一个可逆矩阵 P ， 使得 ^~ l CP 为对角矩阵。 

解从 5. 5节的例11的解题过程知道 C 有 n 个不同的特征值 ： l ， f , …，其中 
因此 C 可对角化。令 

111 - 1 

1 芒 ^ - r l 

p = 1 f e 4 … f l ^ lt 

1 ^<r I ^2(*- 1) ... ^<»-l><ir-l> 

则 p -' CP = diag { l ，6，^,-， r "'). 

例 6 证明： a 数域上的所有 n 级循环矩阵都可对角化，并且能找到同一个可逆矩阵 
P ， 使它们同时对角化 • 

证明从 5.5 节的例13的 解題过 程知道.由 〜，〜，•••，£!„ 构成的 n 级循环矩阵 A 的 
全部特征值是 

其中/(:)=« | +〜：+-+^” | ，6=0,属于特征值/(?")的一个特征向童是（1,?",5 2 ", 
…•令 

111 ― 1 

1 ? ^ - r' 

p = 1 e ^ … 



ipi 是范德蒙行列式，由于 u,? 2 , …, r 1 两两不等，因此 ipi 关0。从而 p 的列向童组线性 
无关。于是 a 有”个线性无关的特征向 a •因此 a 可对角化，并且 
P 'AP = diag (/( l ),/($),/(^),-,/( r ')}. 
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由于 P 与构成循环矩阵 A 的 n 个数 a 无关，因此所有”级循环复矩阵都可 

用 P 同时对角化。 

例7复数域上的 n 级 Frobenius 矩阵 A ( n >2) 是否可对角化？在可对角化的情形， 
求一个可逆矩阵 P , 使 P -' AP 为对角矩阵。 

解从 5. 5节的例14的解题过程知道, n 级 Frobenius 矩阵 



的特征多项式 | A /— A | = r + ar , A. _l + … +“A + a 。， 设 AuAp …，夂是 | Af — A | 的全部复 
根，则它们是 A 的全部特征值。 A 的属于 A , 的所有特征向豫组成的集合是 
{*< i ， uf , …,; ir 1 〆 I c ， 且 *_ o >， 

i = l ，2, …， n 。 令 

11-1 

Ai Az … A , 

P = A ? Al … AS 

: : :• 

• • • 

. a ^ Ar … Ar 1 

情形 1 A , , A Z ，…, A ■两两不等。此时 I PI 关0。从而 P 的列向录组线性无关 • 于是 A 
有 n 个线性无关的特征向量，因此 A 可对角化（或者说 A 有 n 个不同的特征值，因此 A 可 
对角化）。此时 

P 'AP = diag { Ai ， Aj ，…， A ，} 

情形2 A , , A 2 ，...， A •中有相等的。此时 1 PI =0« 从而 P 的列向量组线性相关•这时 
A 没有； I 个线性无关的特征向置，因此 A 不能对角化。 

例8证明••如果 fl 与0是 n 级矩阵 A 的厲于不同特征值的特征向最，那么 《*+/» 不是 
A 的特征向*。 

证明设分别是 A 的属于 A ,, A : 的特征向量，且 A ,# A Z 。 如果是 A 的特征 
向蒙•那么它必属干 A 的某个特征值 A ,. 于是 々( a + fsAja + ZO 。 又有 
A(a + /P = Aa + Afi — Xya + A 2 於. 

从而 A , a + A 2 / r = A 3 a - f - A 3 p a 即 

( A | 一 久3 )<» + (又 2 —又3 ) 多 = 0 - 







• 338 • 


等代数学习指导书（上册) 


由于 A 的属于不同特征值的特征向量线性无关，因此 a ，於线性无关。从而由上式得 
Ai —A 3 = 0. Xz — X 3 = 0. 

由此推出, A ,= A 3 = A 2 。 矛盾。因此 a + p 不是 A 的特征向董。 

例9设 A 是数域 K 上的”级矩阵。证明 ：如果 K •中任意非零列向量都是 A 的特征 
向量，那么 A — 定是数置矩阵。 

证明如果 K •’中任意非零列向量都是 A 的特征向童，那么据例8的结论得, A 没有不同 
的特征值.即 A 有且只有一个特征值 A , ，又由于/ V 有 n 个线性无关的特征向*，因此 A 可对 
角化。于是存在尺上《级可逆矩阵 P , 使得 P ' AP = diag { A 1 . A ,,-, A ,}= A 1 /„ 从而 

A = PU ： I ) P l = A ,/. 

例 10 设 々 = (%> 是数域 K 上 n 级上三角矩阵。 

证明：（1)如果 a u ， a „ ，…，两两不等，那么 A 可对 角化； 

(2) 如果 a „= a „ = … = a « ■，并 且至少有一个 a „^ oa < z ), 那么 A 不能对角化。 

证明 U / — A | = (A — a„)(A — a M ) … （A — a _) ， 

因此 A 的全部特征值是叫，〜，…, cu , 

(1) 如果 < J „, a 22 ，…，<2„两两不等，那么 A 有 n 个不同的特征值，因此 A 可对角化！ 

(2) 如果 a „= a „ = m = a |>1 .那么 A 有且只有一个特征值齐次线性方程组 
( a „/- A ) X =0 的解空间 W 的维数等于 n - rank ( a „ I - A ). 由于 A 中至少有一个元 
素〜乒0(*</),因此关 0. 从而 

dimW = n — rank(au I — A ) <. n . 

因此 A 不能对角化。 

注：例 10 的第 (2) 小题也可用反证法 ：假如 A 可对角化，则存在;》级玎逆矩阵 P ， 使得 
P~ l AP = diagiau t a , i ，— , ai ,} = an I . 

从而 A = P ( a „/) P _, = a „ l . 

这与 a 有一个元索关 oa </> 矛盾。 

例 11 设 A 是数域 K ： 上的 n 级町逆矩阵.证 明： 如果 A 可对角化，那么 A 1 , A •都可 
对角化. 

证明如果 A 可对角化，那么存在可逆矩阵 P , 使 

P~'AF = D = diag{^i , d z ，•••，</■>• 

由于 A 可逆，因此 P — AP 也可逆，由上式得 

p-'A 'P = D -' = diag { rfT ' , dj ' ，…，尤 1 }• 

由于 A/r = | A |7, 因此 yr =| A | A — \由上式得 

P ' A - P = p-'(l A M-')P = M 1 P^'A 'P = | A I D -' 
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= diag{ | A I d{ 1 % I A | di x *•••* I A 1 d~ l 
例 12 斐波那契 （ Fibonacci) 数列是 
0，1，1,2,3,5,8，13,… 

它满足下列递归公式： 

a^ 2 = a«n 4-a.* n = 0，1，2，." 


<ln 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


以及初始条件求 Fibonacci 数列的通项公式，并且求 

解令 

因为 a, +2 = a—、+ A ，所以 

令 

则 （2) 式可写成 
从 （3) 式得出 

a„ = A n a 0 - ( 4) 

于是为了求 Fibonacci 数列的通项公式就只要去计算 • 可利用 A 的相似标准形来简化 
A " 的计算。把 A 看成实数域上的矩阵 • 

|Ai-A| = A 2 -A-l = (A - ^y^)(A -] 

于是 A 有两个不同的特征值山=^^，41 = ^^，从而々可对角化。 . 

对于特征值1 •解齐次线性方程组 (A, / — A>X=0, 求出一个基础解系： 

类似地可求出 (A 2 /—A)X=0 的一个基础 解系： 


a ” = ( 一 ） ， n = 0，1，2, … 

(：：)=(； ：)(：：) 

-(::)， 

a„.i = Aa„. 


m = 


久 2 
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令 

则 

从而 


P 

P-'AP 


又 1 A 2 

= li i |- 


Ai A2 


〜 1| V， = 

= lAr’ xr'ui -a 2 i 
_ >/5 AI A; J 1-1 A,]' 


A7 0 丄 
0 A ； V5 


从 (4> 式及初始条件.得 


比较 (6) 式两边的第 2 个分燉.得 
a n 

(7) 式就是 Fibonacci 数列的通项公式: 


,a :i=-a 

nil ： 


lim 产 = lim pi-^vn = — 

•-•ot- 00 AI Al 


(5) 


(6) 


(7) 


=^- = "^~ 2 ~* ** 0. 618. 

注: Fibonacci 数列的第 n 项 a , 与第 rj +1 项 a «-, 的比值，当 n —~ 时的极限等于〜 

0.618. 这个极限值约等于 0. 6〗8)在最优化方法中有重要应用。 

例13色盲遗传模型。 

考察某地区居民的色盲遗传情况。 

每一个人都有23对染色体.其中22对是常染色体，1对是性染色体。男性的1对性染 
色体是 （ x , y ), 女性是 （ X , X )。 基因位于染色体上。在1对染色体的某一点位上的一对基 
因称为两个等位基因。显性的基因用 A 表示，隐性的基因用 0 表示。色盲基因是隐性的， 
艮只位于 X 染色体上。如果女居民的1对性染色体的某一点位 P 上的两个等位基因是 
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那么她患色肓 ：否则 .她不患色盲。如果男居民的1对性染色体的某一点位 P 上的 
两个等位基因是那么他患色肓，否则，他不患色盲。 

设 N 个女居民中，有 N , 个人的点位 P 上的两个等位基因是 X a X a ， N 2 个人是 X A X ° 
或个人是 VX 、 则女居民的色盲基因频車 （ N 个女居民的 X 染色体上色盲基因 
数目与她们的 X 染色体匕等位基因的数目之比>为 

\N t +2N } = N 2 , Ns 

2 N 兩卞17, 

它大于女居民中色盲者的比 例#. 

类似地，设 M 个男居民中，有 M , 个人的点位 P 上的两个等位基因是：个人是 

则男居民的色盲基因频率为#，它等于男居民中色盲者的 比例。 

某地区第 i 代男居民与女居民的色盲基因頻率分别记作设第一代男居民、女居 
民的点位 P 上等位基因分布的人数如上所述•令 

I，= M ，9 = 昝， r = ^N' 2 s=! N' t = ! N- 


则 b { = </* q = 5十 r . 

现在来求 6 2 , q 。 假设第一代男居民与女居民的结合是随机的。设第二代男居民共有 
厂人，其中具有等位基因 x A y 的人，由于他的基因 x 4 来自母亲，而第一代女居民中，基因 


的频率为 


2N, 4- N 2 

-"2 N 


N , , Nz . 
N 2N 


因此具有等位*因的人的数 H 为间理，具有等位基因的人的数目为 
L ( s +/)。 因此第二代男«民中色&基因頻率6 2 (它等于男性色盲者的比例）为 




i+t = 


设第二代女居民共有 w 人，其中具有等 位基因 X A X A 的人的数目为 Wp (/ "+S), 具有等位 
基因 X A X a 或 x - x * 4 的人的数0为 W [ p ( s+n + ( r + s ) q ]， 具有等位基因 X - X " 的人的数 
目为 W <?( s +0. 由此得出，第二代女居民的色盲基因频率 Q 为 

_ W[p(.s-\- t) 4- (r + 5)g]+ 2Wq{s t) 

Cz= 2W 


同理，有 


= 专 (5 + / + </> = Y( C I + 厶 I). 
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(8) 


bi = Ci - X , 

c . = i (b -' 


其中 i = 2,3, …。 

设匕已知，求 b n ， c n 。 
解从 (8) 式得 • 


(：：)= 1 1 (：：)• 


i = 2,3，. 


把(9>式右端的系数矩阵记作 B , 从 (9) 式容易得出 

l b .\ . /*■ 




由此可见，求乂 ， c « 归结为求出 B ^ 1 。 

|A/-B| = (A-lKA + y). 

因此 B 的全部特征值是1,一从而 B 可对角化.解齐次线性方程组 U — B ) X =0, 得到 
它的一个基础 解系： 解齐次线性方程组（一|/一 B>X = 0, 得到它的一个基础解 

系 O 


= (:?)， 


0 


P 
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=— 

3 

因此 

c - = I [i - y)- 1 ]&. + j [2 + (- \) r ' ]o. (12) 

点评： 

从 <12> 式得 

HmA. = lime. = +6, + 03) 

w*oo i»-»oo o 0 

这 说明： 某地区尽管第一代男、女居民的色盲*因狳率可能不相等，但是经过许多代（每— 
代都是随机 结合〉 之后，男、女居民的色盲基因频率将接近相等.由于男居民中的色肓者比 
例等于色盲基因頻率，而女居民中色盲者比例小于色苜基因频率，因此经过许多代之后，女 
居民中色盲者比例将小于男居民中色盲者比例 • 这样一个生命科学中的问题通过运用数 
学理论给出了答案，这表明数学理论在实际生活中是有用的 • 

例14设 A 、 B 分别是数域 K 上 n 级、 m 级矩阵，它们分别有 n 个、 m 个不同的特征 
值。设 /( A ) 是 A 的特征多项式，且 /( B ) 是可逆矩阵 • 证 明：对 任意” Xm 矩阵 C , 都有 
矩阵 

G = 

可对角化。 

证明 

|A/—G|= A ■,! C D = U,. _A| - B| , 

0 Ai» — o 

=(A—Ai)(A —Aj) —(A —A.KA—//i)(A—^) — (A— 

由已知条件知道， A ,, A 2 ，…, A „ 两两不等,两两 不等- 由 于内是 S 的特征值，因 
此/(内）是 /( B ) 的特征值 ， j = l ,2, …， 》!• 由于 /( B ) 是可逆矩阵，因此 f (./ xj )^ 0 ,j = l , 2 , 
…， m 。 从而内 (）= 1, 2, •..,»«) 不是 A 的特征值。于是 (n + m ) 级矩阵 G 有” + w 个不同的 
特征值。从而 G 可对角化。 
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习题 5. 6 

1. 习题 5.5 的第1,2题中，哪些矩阵可对角化？哪些矩阵不能对角化？对于可对角化 
的矩阵 A , 求可逆矩阵 P , 使得 P -' AP 为对角矩阵，并且写出这个对角矩阵。 

2. 求 A"(m 是任一正整数〉： 

(1) 

A = 

3. 证明 ：数域 K 上的 n 级对合矩阵一定可对角化>并且写出它的相似标准形。 

4. 设 n 级矩阵 A 为 



证明： A 可对角化。 

5. 设有理数域上的 n 级矩阵从=6。/+6,_/,其中 J 是元索全为1的 n 级矩阵 

A 是否可对角化？如果 A 可对角化,.求出一个可逆矩阵 P , 使为对角矩阵，并且 
写出这个对角矩阵。 

6. 设 A=(cm , a 2 ，…， a ,) 是实数域上的1 X n 矩阵，其中 a , — 不全为 0， n > l 。 
A ' A 是否可对角化？如果 A ' A 可对角化，求出一个可逆矩阵使 P — UA ' A )/ 3 为对角矩 
阵，并且写出这个对角矩阵。 

7. 设 <1=(4^ , a 2 ，…, a ,) ，&，•••，<»•)都是数域 K 上的 n 维非零向量， n > l 。 令 

A =/»' a , A 是否可对角化？如果 A 可对角化，求出一个可逆矩阵 P , 使 P ^ AP 为对角矩 
阵，并且写出这个对角矩阵。 

8. 设复数域上的矩阵 

1 

2 

A = 

-3 
0 

问: AB 是否可对角化？如果 AB 可对角化，求出一个可逆矩阵 P , 使得尸为对角矩 
阵，并且写出这个对角矩阵。 

9. 设数列 U ,> 满足下述递归 公式： 

-- y(a M + a t ),k = 0 ， 1 ， 2 … 
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以及初始条件:叫 = 0， ai = j , 求这个数列的通项式；并且求出 limw 。 

L k~*oo 

10•设 

0 10 6 
A = 1 -3 -3 , 

- 2 10 8 

求 A ™。 

11. 设生产三种产品 P ,, P 2 ， P 3 ，每生产一个单位的 P . 需要消耗掉 心个 单位的 

令 A =( 七） 称 A 是消耗系数矩阵，在实际问題中， A 是可逆矩阵，且 A 的每个元素都是非 
负数。设初始投人的的数量为6.，令 p =(6, ,&,&)'• 为了使一年后这三种产品同步增 
长（目卩，增长的百分比相同），则对/>应当有什么要求？这个增长的百分比是多少？ 

12. 在第 1] 题中，说消耗系数矩阵 A 如下所述，求初抬投入的这三种产品的数量之比 
应为多少时，才能使它们一年后按同一百分比增长，这个增长的百分比是多少？其中 

0.3 0.2 0.4 
A = 0.2 0 0.2 . 

0.4 0.2 0.3 

13. 设 A 是实数域上的2级矩阵，证明：如果 IAIC 0, 那么 A 可对角化. 

•14. 设 A 、 B 分别是数域 K 上》级、 m 级矩阵，证明 ：如果 A 、 B 都 BI 对角化，那么 
A @ B 也可对角化。 


5.7 实对称矩阵的对角化 


5.7. 1内容精华 


设二次曲面 S 在直角坐标系 I 中的方程为 

x z + + z 1 — ixy — 8 xz — Ayz — 1=0 (1〉 

这是什么样的二次曲面呢？ 

解决这个问題的思路 是：作 直角坐标变换•使得在直角坐标系 n 中， s 的方程不含交叉 
项，只含平方项，那么就可看出 s 是什么二次曲 面：设 直角坐标变换公式为 



( 2 ) 
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其中了一定是正交矩阵（理由可看丘维声编《解析几何》（第2 版） 第143页的定理 4. 7)。 


(1) 式左端的二次项部分可以写成 

X 2 + 4 y + z 2 — 4 jy — 8 xz — \yz 



1 一 2 _4 

X 

= (x^y 9 z) 

一 2 4 一 2 

y 


-4 一 2 1 

2 


把 (3) 式右端的3级矩阵记作 A 。 用公式(2〉代人 (3) 式，得 


(3) 


ix - , y ' , z - >rAT y - . (4) 

z " 

为了使 (4) 式不出现交叉项项，，项，; y * 项），只要使矩阵 T ' AT 为对角矩 
阵。由于因此也就是要使 AT 为对角矩阵。这就希望 A 能对角化，并且要 
找一个正交矩阵 T , 使 A 对角化 • 注意 A 是实数域上的对称矩阵，于是提出了一个问题 I 
对于实数域上的对称矩阵 A , 能不能找到正交矩阵 7", 使得 T 'AT 为对角矩阵？本节就来 
研究这个问题。 

实数域 h 的对称矩阵简称为实对称矩阵. 

如果对于 n 级实矩阵 A 、 B , 存在一个”级正交矩阵了，使得 T — ATsB , 那么称 A 正 
交相似于 B 。 

容易验证，正交相似是 n 级实矩阵组成的集合的一个等价 关系。 

定理1实对称矩阵的特征多项式在复数域中的每一个根都是实数，从而它们都是特 
征值。 

证明思路设 A 。 是 / j 级实对称矩阵 A 的特征多项式 | AI — A | 在踅数域中的任意一个 
根，为了证 A 。 是实数，只要证 ^= Ac ^ 容易得出，存在 aec * 且 a 关0,使得 

Aa = A 0 a . (5) 

由于 A 是实矩阵，因此从 (5) 式得，为了利用 A 是对称矩阵这一条件，在 (5) 式两 
边取转置得, a ' A '= A „ a ', 从而 a ' A = A 。!*'。 于是从刚才得到的两个等式可得出 


a'Aa = A 0 a ' a . 



由此得出，，即（》。 _ 久。>«('«£_=0,由于 a #0, 因此 从而 X = A 0 。 

定理2实对称矩阵 A 的属于不同特征值的特征向量是正交的。 

证明思路设4,与 A 2 是 A 的不同特征值, a , 是 A 的属于 A . 的一个特征向置“=1，2。 
要证 （ a , , d 2 >=0。 为此计算 
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Ai(oi ， d 2 > = (Ai«i ,a 2 ) = (Aai 9 a 2 ) = (Mi )a 2 = a/A'az = a/Aa 2 1 
Xziai *a 2 ) = (ai .A 2 a 2 ) = Cai jAa 2 ) = a’i.Aa 2 . 

由此可得出， （ai *a 2 )=0 o 

定理 3 实对称矩阵一定正交相似于对角矩阵。 

证明思路对实对称矩阵的级数《作数学归纳法。 

把《级实对称矩阵 A 正交相似于对角矩阵的问题转化为71 — 1级实对称矩阵这个问 
题，关键是要找一个《级正交矩阵 T, ，使得 


Tr，AT, = (o I)' (6) 

其屮 A, 是 A 的一个特 征值。 由于从欧几里得空间 R" 的任意一个标准正交基可得到一个 
正交矩阵，因此把厶的届于又，的一个特征向最 ij 〆！*!, 丨=1)扩充成『的一个*，然后经过 
施密特正交化和单位化，可得到《»’的一个标准正交基：吻，屮 ，…， 小。令 

T, = (ij, 

则 T, 是;! 级正交矩阵-如何得到（6>式？先计算 

Tf'ATi = T7'(Aiji , Aij 2 , —. Aij .) = (Tr'Aiiji .TVAtjz ，…， Tr 1 Atj,)- 
于是问题归结为计算 tv 1 • 由于 呼是丁，的 第一个列向*，因此考虑了由于 Tigris 
I=(e, .e 2 ，…， e,>， 又有 

丁 r 1 丁I = , TV 1 1) 2 . — .TV'ii") » 

因此从而得到（6>式。 

由于 A 是对称矩阵，因此 TV AT, 也是对称矩阵。由（6> 式得, a=0, 且 B 也是对称矩 
阵。于是对 B 可以用归纳假设，存在级正交矩阵乃，使得 
Tt'BTi = diagUz ， … ， A.h. 


令 



即可计算出， T … AT=diagU t 


定理3 表明： 实对称矩阵一定可对角化。 

对于”级实对称矩阵 A ，找一个正交矩阵 T, 使得 T—AT 为对角矩阵的步骤 如下： 
第一步 i\n\Xl~A\ ，求出它的全部不同 的根: A,，A 2 ，…, A •，它们是 A 的全部特征值； 
第二步对于每一个特征值1，求 (A,i/—A>X=0 的一个基础 解系： （^，(^，…，(^，:然后 
把它们施密特正交化和单位化.得到％,»1:,…,屮,。它们也是 A 的属于的特征向最。 

第三步令 ’ 
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T = (f|ll ， … ， fjlr, ， … ， ” 觸 1 ，•••，!!')， 

则 了是 n 级正交矩阵，且 

T-AT = 

r i r . 

命題1如果 n 级实矩阵 A 正交相似于一个对角矩阵 D , 那么 A — 定是对称矩阵。 
证明由已知条件，有 n 级正交矩阵丁，使 rMATtD ，从而 

A ' = ( TDT —)' = (. T ' YD ' T ' - ( r , ) , DT , = TOT " 1 = A . 

因此 A 是对称矩阵. 

从命题1可得出，两个 n 级实矩阵相似，但不一定能正交相似。例如，设 n 级非对称实 
矩阵 A 相似于一个对角矩阵 D , 那么 A 不能正交相似于 D . 否则，由命题丨得， A 为对称 
矩称,矛盾。 

命题2两个 n 级实对称矩阵正交相似的充分必要条件是它们相似。 

证明必要性是显然的。 

充分性。设 A 与 S 都是 n 级实对称矩阵，并且 A 〜 B 。 于是 A 与 B 有相同的特征多项 
式，从而它们有相同的特征值(包括重数也相同）： A , …, A ,。 据定理3得, A 与 B 都正交相 
似于 diag { A , , A 2 ,-, A ,} •由于正交相似具有对称性和传递性，因此 A 正交相似于 

从命题2的充分性的证明过程中可以看出，如果两个》级实对称矩阵 A 与 B 的特征 
值相同（包括重数也相同），那么它们正交相似，从而相似。因此对于 所有” 级实对称矩阵 
组成的集合来说,特征值（包括重数）是相似关系下的完全不变*。 

5.7.2 典型例题 


例1设 



求正交矩阵了,使得 T — AT 为对角矩阵。 

解 
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O *Pl ) a 

» _ _ _ <<»3 »/>l )» 
P， ~ a3 



ffi / l , .ft . ft 分别单位化，得 




0 


(03 .ft) 
(ft 熹了 1 


— ( A -3) 3 ( A -7). 
因此 A 的全部特征值是 3( 三重），7。 

对于特征值3,求得 (3 i _ A > X =0 的一个基础 解系： 



把 <»1 ， a *， aj 正交化，令 

P\= a,, 



对于特征值7,求得 （77 — A ) X =0 的一个基础解系: 
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令丁 = 则 T 是正交矩阵，且 


T 'AT = diag{3,3,3,7}. 

例2证明 ：如果 A 是实对称矩阵，且 A 是幂零矩阵，那么 A = 0. 

证明由于幂零矩阵的特征值有且只有0,因此据定理3,存在正交矩阵 T , 使得 
T - iAT ^ diagfO ，。， … ，0} •从而 

A = TOT -' = 0. 

例3证明 ：如果 A 是 s X n 实矩阵，那么 A ' A 的特征值都是非负实数。 

证法一由于 A ' A 是；》级实对称矩阵，因此存在 n 级正交矩阵了,使得 
Tm)T- diagU ,A 2 , … ， A.}, 

其中 AmA 2 ，…， A , 是 A ' A 的全部特征值，于是 

A,= [(AT) , (AT)3(*»*) = 力 [(AT>’(i,«][C4T)(*M)] 

*-1 

=彡 0. 

卜 1 

证法二设 A 。 是 A ' A 的一个特征值，则存在 a eR •且 a 关0,使得两边 
左乘《'，得 

aAAa = A 0 a a . 

即 （ Aa )'( iAa >= A ( ja ' a 。 由于 因此 | al *>0, 从而 

A _ ( A »):( Ai ) _ ( Aa . Aa ) >0 
a a a I 2 〆 • 

例 4 证 明：； I 级实矩阵 A 正交相似于一个上三角矩阵的充分必要条 件是： A 的特征 
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多项式在复数域中的根都是 实数， 

证明必要性设”级实矩阵 A 正交相似于一个上三角矩阵 B = (%), 则 
| A/ — A | = | A/ — B | = (A — An) (A — b 2t ) — (A — ). 

这表明 | AJ - A 丨的根都是实数. 

充分性对实矩阵的级数作数学归纳法。 n = l 时，显然命题为真。假设对于》—1级 
实矩阵命题为真，现在来看 n 级实矩阵由于 A 的特征多项式在复数域中的根都是实 
数，因此可以取 A 的一个特征值 A ,。 设 ■是 A 的厲于 A , 的一个特征向 ft , 且丨吓1=1.把 
H ， 扩充成 R " 的一个基，然后经过施密特正交化和单位化，得到 R ’ 的一个标准正交基 :平， 屯， 
…，》1„。令 丁1 = (»|1 ， IJ 2, •••,!»■)，则 T , 是正交矩阵 • 

Ti'AT, = T7'(Ai|i ， Ai|i.***.Ai|.) = <T7 , Aiifi .T7'Ai|j,••• .Tr'Aij.). 

由于因此丁厂卟二*,.从而 

n( A o :). 

于是 | A /— A |=( A — A,)|AI — 因此 n —1 级实矩阵 B 的特征多项式在复数域中的根 
都是实数。从而对 B 可用归纳假设 ：存在 n -1 级正交矩阵 T 2 , 使得 Tr ' BT 2 为上 
三角 矩阵。 

令 

T = 

了是《级正交矩阵，且 

/I 0\ -1 , /I 0 \ fl 0] /A! a\ /I 0\ 

r，AT =(o rj T7AT '(o tJ = |o tHIo J(o tJ 

Ai aTz 

0 T7 l BT 2 

因此：是上三角矩阵 • 

据数学归纳法原理，对一切正整数〜此命题为真。 

例5证明 ：如果 n 级实矩阵 A 的特征多项式在复数域中的根都是实数，且 AA '= A ' A ， 
那么 A 是对称矩阵。 

证明据例 4 的结论得.存在”级正交矩阵了,使得 T ^ ATsB ，其中 B =(6«) 是上三角 
矩阵。从而7^八'了=度。由于 AA '= A ' A , 因此于是 

,i = 1，2,… ，”. 

*— 1 *«=1 



( 1 ) 
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当 f = l 时， （1) 式成为 

由此推出，6!2+沾 +…从而 fri *=6 i , =—=6,.=0. 

当2时，（1)式成为 

2^2* = ^'2 + 尽2 = 6!2. 

*-1 

由此推出， 6 m =6 2 , = … =6 2 , = 0. 

依次下去，可得 

b„ = ― = b 3 , = 0,— ,6.-i.. = 0. 

因此 B 是对角矩阵。由于 A 正交相似于对角矩阵 B , 因此 A 是对称矩阵(据本节命题1>» 

例6证明 ：任一 n 级复矩阵一定相似于一个 上三角 矩阵. 

证明对复矩阵的级数”作数学归纳法 • ”=1 时,显然命题为真，假 设”一 1级复矩阵一 
定相似于一个上三角矩阵 • 现在来看 n 级复矩阵八.设 A , 是”级 复矩阵 A 的一个特征值， 味 
是属于的一个特征向 «。 把 呢 扩充成 C ■的一 个基: a,,a 2 ， … ， a.. 令 i>, = (a, •决 ，…， a_), 
则 P , 是 n 级可逆矩阵.且 

Pi ' AP , = Pi '( Aa , fAa Z f — < Aa .) = ( Pr ' Ai«i , P \ l Aau ''' tPi x Aa n '>. 

由于 Pl 丨尸! 3 ^，因此 Pi ^ CTi ^ Ci * 从而 

〜(：：)• 

对 n - l 级复矩阵 B 用归纳假设，有 n -\ 级可逆矩阵 P 2 ，使得 Pz ' BP 2 为上三角矩 
阵 。令 

p=p 'C 1} 

则 P 是”级可逆矩阵.且 

叫 : ； r( A “) (: 二 )=1: ° 二 」• 

因此 P ’ AP 是上三角矩阵。 

据数学归纳法原理,对一切正整数〜此命題为真。 

例7证明 ：实数 域上斜对称矩阵的特征多项式在复数域中的根是0或纯虚数。 

证明设 A 是实数域上的”级斜对称矩阵。 A „ 是 A 的特征多项式在复数域中的 
—个根„把 a 看成复矩阵，则 Ac 是 a 的一个特征值„从而存在 aec - aa ^ o , 使如=义。<» • 
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由于 A 是实矩阵，因此从上式两边取共轭复数得，义=1。石。两边左乘 a '， 得 

aAa = X 0 a a . (2) 

在舫= A Q a 两边取转置，得 a ' A ' = A Q «'。 由于 A 是斜对称矩阵，因此， =— A 。 从而 
a A =一 A 。!!'。 两边右乘5,得 

aAa =—Aoa ' a . (3) 

从 (2) 式和 （3) 式，得(叉。+义。）1»«=0。由于 a 关0,因此 aa 关0。从而一 A 。。 所以 
Ao 等于0或 A 。 是纯虚数。 

• 例8设 A 是实数域 h 的 n 级斜对称矩阵 • 证明： 

| 2/ " A >2 2 - 
I A 2I m ^ 

等号成立当且仅当 A = 0。 

2/, A ② + •① 2/„ A 

证明 A 2/J 0 2/.-4-A 2 ' 


~jA /. 


f 2/. A 


(21. A 


A 2 /J 0 21. - - i - A 2 


2/, 

A = \2 I 

.|. 21.- = 2" • 2" I .~ ] rA 2 

A 

2/„ 

2 4 


由于 (A 2 )'=A'A' = (-A)(-A> = A 2 , 因此 A 2 是实对称矩阵。据例 7 的结论，可设 A 的 
特征多项式在复数域中的全部根为6山6^,*",6丄其中^七，…‘是实数。于是 A 2 的全部 

特征值为一65,—尽，…，_«。从而 7,-^A 2 的全部特征值是1 + |續 ，1 + j 沒，…， 1 + + 纪。 
由于 /.-jA 2 是实对称矩阵，因此 

- jA 1 - diagjl ++j6!,-,l + 


/*-T a2 =n + |6f)(l + |6i)...(l + ^)^l. 
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因此 

2/„ A 

A 2/. <5) 

从⑷式看出，⑸式的等号成立当且仅当4=6：=…=6,=0,于是如果等号成立，那么实对 
称矩阵 A 2 3 相似于 diag{0,0, …， ()>• 从而 A 2 =0, 由于 A 是实数域上的斜对称矩阵，因此 A=0。 
反之，若 A = 0, 则显然(5>式的等号 成立。 因此 (5) 式的等号成立当且仅当 A = 0。 

例 9设 A 是《级实矩阵，证明 ：如果 A 的特征多项式在 g 数域中的根都是非负实数， 
且 A 的主对角元都是1,那么 |A|<1. 

证明 由于 n 级实矩阵 A 的特征多项式在复数域中的根都是实数，因此类似例6的证 
法，可证 A 相似于一个上三角矩阵 B=(6„ ). 从而 | A| = |B| …，且 tr ( A )= tr (. B ) 0 

由于 A 的主对角元都是1,因此 

hi + 办22 + …+ = tr { A ) = n . 

若办11 ，匕 2，…，中有一个为0,则 |A| =0。 

若，心， •••,& 部不为0,由于它们是 A 的特征多项式 在复数 域中的全部根，因此由 
已知条件得，它们都为正数.从而 

仏 + … +6 _ =1. 

n 

由此得出,6„知••九<1,即 IAK1. 

习题 S .7 


1. 对于下述实对称矩阵 A, 求正交矩阵丁,使得 T-MT 为对角 矩阵: 



2. 证明 ：如果 ”级实对称矩阵 A 与 B 有相同的特征多项式，那么 A 〜 B。 

3. 证 明：如 f 数域/(上”级矩阵 A 的特征多项式在复数域中的根都属于 K, 那么 A 
相似于一个上三角矩阵。 
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4•设 A 是《级实矩阵，证明：如果 A 的特征多项式在复数域中的根都是实数，且 A 的 
—阶主子式之和与二阶主子式之和都等于零，那么 A 是幂零矩阵。 

5. 证 明：正 交矩阵的特征多项式在复数域中的根的模都等于1, 

6. 证明：西矩阵的特征值的模为1。 

7. 设 A 是 n 级复矩阵，如果 =A, 那么称 A 是 Hermite 矩阵.或自伴矩阵 ，（ 这里 

证 明：斜 Hermite 矩阵的特征值是实数. 

8. 设 A 是 n 级复矩阵，如果 yV = -A, 那么称 A 是斜 Hermite 矩阵,，证 明：斜 
Hermite 矩阵的特征值是0或纯虚数。 

9. 证明 ：实对 称矩阵 A 有一个实对称立方根，即存在一个实对称矩阵 B , 使 A = B 3 。 

10. 证 明：正 交矩阵 /V 如果有两个不同的特征值，那么 A 的属于 不同特征值的特征向 
量是正交的。 


补充题五 

1. 设 A 是复数域上的"级可逆矩阵，证明 ：如果 A 〜 A *, 其中 A 是大于1的正整数，那 
么 A 的特征值都是单位根。 

证明设 A 。 是 A 的任一特征值，则 M 是 V 的一个特征值.由于 A 〜 A *, 因此 A 。* 也是 A 
的一个特征值。从而¥是 A * 的一个特征值。于是 Af 是 A 的一个特征值。依次下去, 

AJ ' ，…都是 A 的特征值。但是”级矩阵 <4的特征值恰有7!个(重根按重数 计算） ，因此上述过 
程不可能无限进行下去，于是到某一步 AJ ' 有 

A 5‘ = AS ', 其中 0</< 

由于4可逆，因此从而由上式得 

= 1 . 

因此 A 。 是单位根„ 

2. 设 A 是 2 级正交矩阵， 证明： 

(1) 如果141=1•那么 A 正交相似于下述形式的 矩阵： 

( cosd — sin ^\ 
sin 汐 cosO / * 

其中0是实数； 

(2) 如果1々丨=一1,那么 A 正交相似于对角 矩阵： 
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证明 （1) 设 | A |=1。 据 4. 6节的典型例題的例7的结论得， A 形如 
/cosd — sin^\ 


、 sin^ cos^ 


cos^ 一 sin 汐、 
sin 汐 cos^ / 


(2) 设 | A | = _1。 据 4.6 节的例7的结论得 
/cosd sind \ 


= (co sin \ R 

\SITW 一 COSdf 


\s\nd —cosd, 

由于|八|==一1，因此据本章 5. 5 节的例 8 的结论得 ，一 1 是 A 的一个特征值，由于 A 是实 
对称矩阵，因此存在2级正交矩阵 T , 使得 


(一：：)， 


其中 A 2 是 A 的-•个特征值。由于相似的矩阵其行列式的值相等，因此々=1.从而 <4相似于 


r ： ：)• 


3. 设 A 是3级正交矩阵，证明 ：存在 3级正交矩阵了,使得 


0 cosd — sintf . 


其中当 IA |=1 时，当 IA |= — 1时， a =- ld 是实数 • 

证明据本章5.5节的例8的结论得，当|<4|=1时,1是 < 4的一个特征值,当0| = -1 
时，一1是 A 的一个特征值。把 A 的这个特征值记作 a 。 设 tj , 是 A 的属于 a 的一个特征向 
鼋，且 Ifj , 丨 =1. 把屮 扩充成 R 3 的一个标准正交基:项，帘 ，帘。 令乃，,帘） •则 
Tr'AT, = (TVAij, .TT'Aifj.-.Tr'A^) = (Tr'aij, ,7T'Aq ； -.T, 1 Aq 3 ). 

由于因此从而 


TV AT, 


= C a J . 


由于 TriAT , 为正交矩阵，因此据第 4 章 4.6 节的习題 4.6 的第 7 题得, a =0, 且 B 是 2 级 
正交矩阵，据第2题，当 | B |=1 时，存在2级正交矩阵 丁”使得 

^ __ /COS0 -sin0\ ... 


d( sir 
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当 1A|=1 时，由于 fl =l, 因此 |B|=1。 从而有 （1) 式成立。令 

/I 0 \ 

T=Tl (o t } 

则： r 是3级正交矩阵，且 

T-AT- I 1 。「丫 Y 0 )=P ,° 

VO T 2 / VO Bl\o t 2 I (o 7T'BT 2 
10 0 
= 0 cos^ — sin^ i 
0 sin 汐 cosd 

当 |A|=-1 时，由了^ = 一1，因此 |B|=U 于是 （2) 式中的3级正交矩阵 T， 使得 

0 0 
I 

T' l AT = 


(2) 


(3) 


(4) 


X 


x ! 


•To 

/ 

y 

= A 

y 

+ 

yo 

/ 

z 




.Zo 


0 cos^ — sin^ I 
0 sin^ cosO 

4. 几何空间 （点 集） 的一个变换，如果保持点之间的距离不变，那么称它是正交点变换 
或保距变换。正交点变换 (T 在空间直角坐标系中的公式为 


(5) 


其中 A 是3级正交矩阵（参看丘维声编《解析几何》(第2版）第 233-234 页的定理 6. 12)。 
证明I 

(1) 如果 |A|=1, 且 <7保持一个点不动，那么是绕某一条定直线的 旋转； 

(2) 如果 |A| = — 1,且 t 保持一个点不动，那么 cr 为一个镜《反射（即把每一个点对应 
到它关于某个平面的对 称点〉 ，或者 为一个 镜面反射与一个绕定直线的旋转的乘积。 

证明（1>设 | A|=1, 且 < t 保持一个点不动，则以这个不动点为原点 O, 建立一个直角 
坐标系 I ,<r 在此直角坐标系中的公式为 


(6) 


(7) 


工 ] 


I 

y 1 

= A 

y 

i 2 ■ 


z 


据第3题的结论得，存在一个3级正交矩阵 T •使得 

0 0 

'AT = |0 cosd — sin 沒 
0 sin0 cosd 
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建立另一个直角坐标系 n ，它的原点仍为点 o, 且I到 n 的过渡矩阵为 r, 则I到 n 的 
坐标变换公式为 


X 


X 

y 

= T 

5 

2 




其中 (Hi)' 是点 (x，;y，W 在 n 中的坐标，把(8>式代人 (6) 式，得 


于是 a 在直角坐标系 n 中的公式为 



2 s 

y 

=AT y 

-/ 

z 


y = T'AThl 


0 cos^ — sin^ 5 


U'j IzJ lo sin^ cos^ J [z] 

(9) 式表明 w 是绕 n 中的 i 轴旋转 0 角。 

(2) 设 I A| = -l， 且 a 保持一个点不动，则以这个不动点为原点 G， 建立直角坐标系 
I。0在I中的公式为 (6) 式。据第3题的结论得，存在一个正交矩阵 r, 使得 

一 1 0 0 

T 1 AT = 0 cos^ — sin^ . (10) 

0 sin ^ cos ^ 

建立另一个直角坐标系 n ，使 n 的原点仍为点 o, 且I到 n 的坐标变换公式为 （8) 式， 
则 a 在 n 中的公式为 

^ 一1 0 0 ^ 

y r = 0 cos^ — sin 汐 y (11) 

z r 0 sin 汐 cosO 2, 


当沒 =2 走; r 时， （11) 式的系数矩阵为 


-10 0 
0 1 0 

0 0 1 


(12) 式表明 a 是关于: yOz 平面的镜面反射。 

当 (9 尹 2/br 时， （11) 式的系数矩阵可分解成 
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此时 a 是关于平面的镜面反射与绕 n 中的 i 轴旋转0角的乘积。 

注 :从第 4题的证明过程看出，若正交变换〃保持一个点不动，则 a 保持过这个点的一 
条直线上的每一个点不动。 

5. 证明： n 级正交矩阵一定正交相似于下述形式的 矩阵： 



Ai * 


*Ar * 


cosft 

sin^i 


— sin ^, I ( cos^ m 

cos^i J [ sinO 議 



其中 A < = 1 或一 1， i _ = l ，2,…，，2,…， m . 

证明对正交矩阵的级数 n 作第二数学归纳法。 
n=l 时，1级正交矩阵为 （1) 或（一1〉，命题为真。 

；| = 2时，据第2题的结论，命題为真。 

假设对于小于 n 级的正交矩阵，命題为真。现在来看”级正交矩阵 A 的情形。 

情形1 A 有特征值，取它的一个特征值 A ,* 由于正交矩阵的特征值为1 或一 1,因此 
A ,= l 或一 1。设 IJ , 是 A 的属于 A , 的特征向 M , 且1屮1=1. 把屮 扩充成 R ” 的—个标准 
正交基 》|1 ，巧2, …， !|»。令乃 =(1^,112, •••，》!■> •则 

Tr'AT,= (Tr'A»i 1 ,Tr , Aii 2 ,-,Tr , A»,.) 

= (TVAiiji ， TVA»j 2 ， “. ， 7VAij ，>. 

由于因此了广屮二的.从而 


TT'AT, 



:)• 


(14) 


由于 T^AT X 仍为正交矩阵，因此据 4.6 节的习题 4.6 的第7題得 ，（14) 式右端的分块 
上三角矩阵应为分块对角矩阵，且 B 为； I 一 1级正交矩阵。于是可以对 B 用归纳假设。 
存在； | 一 1级正交矩阵 T 2 , 使得 


7 T 1 BT 2 = diags A 2 *••• » A r 


cc 

* 

S! 


COS^i 

sinft 


— sindi j f cosd m 
cos^ ) * {S\nd m 




其中; l , = l 或一 1 ，i = 2, …， 

令 

T = 



则 T 是; 2 级正交矩阵，且 

/I 0 /Ai Owl 0 \ [ A , 

^=(0 rj (0 b)(o tJ= [0 
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( cos^, 

= diag<Ai *A 2 t — … 

sin ^, 


一 sin^j 

COS^i 


[cosd m 

j ’ ’ Isinft - 



cosd m 


情形 2 A 没有特征值，据 5.5 节的例 8 得 ，| A |=1， 且”为偶数。设71 = 25。据 5. 7 
节的习题 5.7 的第5題得， A 的特征多项式 UJ — A | 的复根的模都等于 U 由于 Uf — A | 是 
实系数多项式，因此若 r 是它的一个虚根，则 e 也是它的一个虚根，从而 UJ _ A | 的全部复 
根是 cos ^ 士…， s , 其中 0 <込 0 ,) = 1 , 2 ，…， s •把 A 看成复矩阵，则 cosft 
士 isinft 是 A 的一对共轭的特征值，从而存在 / l € C " 且 p 尝0,使得 Ap = Ccosd ^- ts [ nd ^ fi 0 
设，其中 r"«€R ■•则 

Ay \AS = (ycos^i + isin^i ) -f- i (一 ysin^j + tfcos^i ) ， 


由此得出 


Ay= ycosOi 4- fisinft , 


= — ysin^j 4 - Scosdi. 


记 ； i = cos 沒 i — isin & ，则 

(.^yp = (Ap)'p = ^ a / j , 

= = JA'P = fiAp . 

从而 （# — ；；> 〆 /» - 0。由于孓，因此 /Tp = o .于是 

0 = pp = (r+isy<.r + ii) ~ (.y'y-S'S) + \(,y'6+s'y). 

由此得出 

j y'y — 8S — 0. 

Ws -\- s'r = o . 

由于 作 和是 i 级矩阵，因此 r ^=(« V )'=« V . 从上面的第二个等式得， Vfi = o . BP ( r .«)= o . 
从上面的第一个等式得•令 

y, = rh ,s, = ttt - 

则17,1 = 16,1 = 1,11与丨正交。 把1 ，反扩充成 R ' 的一个标准正交 《_• 

Y \ *Yz *^2 ，…， ，5, . 

令 丁 3 = (7 1 ,6丨，7 2 ,5 2 ，".，7,，5，），则7' 3 是71级正交矩阵。且 

TJ ] AT 3 = ( Tj 1 Ar ,. T 7 , A 6,, T 7 l Ar 2.-» TrA 5 J ). 

由于 


因此 


AYi = Yx cos0 } -f sin^i, 
A6\ —— Yi sinft + S\ cosft • 
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(A/j = (ri D 


I cosft — sindi 1 
sinft cosft J 
由于 TrT 3 = j , 因此:，: rr 1 氐=&。从而 


(T7 1 Ay 1 ,Tl 1 AS i )= Tl'CAr, ^,) = 
= («1 » c 2 ) 


cos^i 一 sin^i 
sin^i cos^i 


cos^i 一 sinft 
sin^i cos^i 


因此 


TV AT , - 


COS^i 

sinft 


一 sin 久 


C 


COS^i 

、 o Gj 

由于 T,-'AT 3 仍为正交矩阵，因此据第 4. 6 节的习题 4. 6 的第 7 题得 ，C=0, 且 G 是” 一2 
级正交 矩阵。 G 的特征多项式的复 根是： 《>叱 土 isin^,) = 2, …， s。 对 G 用归纳假设得，存 
在； i_2 级正交矩阵了,，使得 


TT'BT, = diag| I 


cosdz 一 sinft 
sin^ 2 cosdz 


cosO, — sinft 
sinft cosft 


f 


令 


则 


T s = T, 


lz 0 

0 丁 4 


是 ri 级正交矩阵，且 
7VAT S = 


U 0 
0 t 4 


一 sindi 


h 0 
0 t 4 


0 


(cos^i 

sin^i cos^i 

0 Gl 

[ cos^i 一 sinft 
sin^i cos^i 

0 IT 1 

j f cos^i — sindi 1 (cosft — sinft j (cosft — sinft 

138 *\ { sin^i cos^i J * {sinft cos^ 2 J [ sinft cosft 

据数学归纳法原理，对一切正整数 n, 命題为真。 

注： 我们在 《高 等代数学习指 导书》 (下 册〉 的 10.4 节的典型例题中，将给出第5题的比 
较简洁的证法。 

6. 在复数域上的 n 维向置空间 C" 中，任给两个列向最 d，p， 规定 


if 
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def 

(a，p) —=ap. 

这个二元复值函数 (a,P) 称为 C • 上的一个内积。 证明： Va./J,y6C",ife6C ， 有 

(1) ( a , p )=^ o ). 

(2) (a+y，/») = (a，/>) + (yd); 

(3) <.ka,fi)=k(.a,fi)t 

(4) (a ， a) 是非负实数 ， (a,a)=0 当且仅当 a=0, 

证明 （ 1) (a,^)=o^=(a ， ?) ， =? ， a, 

(fito) — (^<a) = fi 1 (x » 

因此 （ a, 和 =7^. 

(2) 、（ 3) 、（ 4) 都可根据 C_ 上内积的定义直接验证。 

注意： 据 （ 1) 和（ 3> 得 (a, 邛 ）= (^ ， a) = *(fa)=ha.P 。 因此 C 上的内积对于第二 
个变量不具有线性。 

7. 在 C" 中，定义了第 6 题所述的内积后，称 C ■ 为 71 维酉空间，如果 （ a,/J)=0 , 那么称 
a 与 /T IF 交。 C • 中，由非零向蟥组成的向甩组如果每两个不同的向最都正交，那么称这个 
向量组是正交向 置组。证明： 酉空间 C" 中，正交向撤组一定是线性无关的。 

证明设 a,, 山， •••,<«, 是酉空间 C • 中的 正交向 * 组， 

设 tai + ha! + …+ 走 ■«■ = 0 。 

任取上式两边用 a. 作内积，得 

+4 2 a 2 十 … + ) = (0,a,). 

由此得出， A,(a, ， a.)=0 。 

由于 a , 共 0, 因此 (a, ,< 1 .> 关0 , 从而 *,=0. 于是向馕组 a, .a 2 . — .a, 是线性无关的。 

8. 在酉空间 C • 中，把 v/^iJ 称为向 * a 的长度，记作 laU 长度为 1 的向量称为单位向 
C ■ 中含《个向置的正交向最组是 C • 的一个基，称它为正交基。如果正交基里的”个向 

1 都是单位向 S, 则称它为标准正交基 • 设 a,, <* 2 , …, a, 是 C • 中线性无关的向最组，令 
fi\ = Oi > 

失 … 辦 |， 


r -1 

/». = o, - 2 


(a,-ft) 
(A ， A) 


ft . 


证明： ，^ ，…， P ‘ 是正交向量组，且它与向量组,免， …， a , 等价 • 

提示： 对线性无关的向量组所含向量的个数 * 作数学归纳法。类似于 4. 6节的定理1 
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的证法。 

9. 证明： n 级复矩阵 A 是酉矩阵当且仅当 A 的行（列）向最组酉空间 C ” 的一个标准正 
交基。 

提示： 利用 4. 6节的典型例题的例22的结论。 

10. 证明： n 级酉矩阵 A —定酉相似于一个对角 矩阵。 即，存在 n 级西矩阵 U ， 使得 
U — A [/ 为对角矩阵。 

证明对酉矩阵的级数 n 作数学归纳法。 

n = l 时，由于 UMaV =(1>,因此由此推出 ，| a |= l , 于是“ se 1 •，其中0是实 
数，因此1级酉矩阵形如 （ e 。， 它已经是对角矩阵. 

假设命题对于 n -1 级酉矩阵为真，现在来看 n 级酉矩阵 A 的情形。 

取 A 的一个特征值 A ,, 据 5.7 节的习题 5.7 第6题得， | A , 丨=1,从而设屮是 A 
的厲于 A , 的一个特征向童，且 ItJ , 丨=1把屮扩充成 C 的一个基，然后利用第8题的公式 
把它们正交化，最后单位化，便可得到酉空间 C •的- 个标准正交基叫,， 哝，… ，屮•令 
[/,=(!!， ,»/ 2 ,…， 》!■), 则据第9题得, U , 是一个酉矩阵，并且有 

IV AU,= (UT'Atii ,UT'Ati2 ， -, UT'Ati.) 

= (i/r'Aiiji .i/i 1 aij 2 .t/r 1 Ai}„). 

由于= 7,因此 ji = «i • 从而 


据4.6节的例23题，[7「 | 八17 1 仍为酉矩阵。从而 


1= 


C o \ Mi o \ _ /Ai a \ 

bMo b ) _ U b ) 


0 

B f 


_ AiAj aB’ 

Ba f BB U 

由此得出， aa= 0 ,BB u =/,- i . 从而 a =0， B 是”一 1 级酉矩阵。对用归纳假设，存在 
n — l 级酉矩阵1/ 2 ,使 

= diagUz ， …， D . 


令 


U 


=< ：} 


则1/是《级酉矩阵，且 
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U~'AU = diag{Ai . A 2 ,••• . A .}. 

据数学归纳法原理,对一切正整数 h 此命题为真。 

11. 证明： 酉矩阵 A 的厲于不同特征值的特征向量一定正交。 

证明设 ApA : 是”级酉矩阵 A 的不同特征值,《，是厲于 A , 的特征向鼉， i = l ,2。 由 
于 | A ,|=1, 因此 l = Ar 、 

Ai(oti . a 2 )= (AiOi . 02 ) = (.Aa\ . o ：) = (.Aai)' a 2 — a> 'A' a t , 

A z (oi . a 2 )= (oi » X 2 a 2 ) = (oi > Ar ' a2 > = ( O ] ,A~'az) 

=(ai , A * o 2 ) = Oi ' (A' a：) = Oi 'A' a,. 

因此 ( Ai — A t )( oi . Oi )=0. 由于 A 丨尹 A :， 因此 ( ai ，《 2 >~0, 

12. 设 A 是 n 级复矩阵，如果 AA _= A - A , 那么称 A 是正规矩阵。证明 ：对于 n 级正 
规矩阵 A , 如果 A » 是 A 的一个特征值, a 是 A 的厲于 A 。 的一个特征向量.那么 I 。是 A •的 
—个特征值, a 是 A •的属于 I 的一个特征向 M 。 

证明 由已知条件得 ，（ A 。 〖一 A ) a =0- 由于 

< A »/- A )( Ao /- A )- = ( Ao /- A )( X ,/- A * ) 

= AoAo /- AoA - -XoA + AA- = ( Xo /- A ' )< A 0 /- A ) 

=( Ao / — A )' ( A 0 / — A ) t 
因此 Aj — A 也是正规矩阵，记 G = A 。/-^， 则 

|Go |*= (Ga . Ga ) = ( Ga )’ ( Go ) = a'G'G a = a'G' Ga 
=( a . G - Ga ) = (a,GG' a) = a'G G' a 
=( G . a )' ( G ' o ) = ( G ' a . G ' a ) = | G ' a | J . 

由此得出 ，|Qil = | G ， aUP | a 7— A > a | = | aJ - A >，《|. 从而 
|(A 0 /-A*)o| = 0 
因此 （ lf - A *) a =0. 于是 

13. 证 明：正 规矩阵的属于不同特征值的特征向量一定正交。 

证明 & A ,, A 2 是 n 级正规矩阵 A 的不同特征值, a , 是 A 的属于 A . 的一个特征向童， 

*•=1,2。利用第12题的结论得 _ _ 

Ai(ai ,a 2 ) = (Aiat .o 2 ) = (Aai .o：) = a/A'a ： = a/A" a 2 
= CKl ( 又 2^2〉 = A?€tl Olj = A 2 (fli ) • 

由此得出， ( A ,- A 2 )( a , , o 2 )=0 o 由于 Ai ^ A 2 , 因此 
( ai ， a 2 ) = 0 o 

14. 证明： Hermite 矩阵 A 的属于不同特征值的特征向量一定正交。 
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证法一由于 = A , 因此 AA - = A ‘ A . 从而 A 是正规矩阵。由第 13® 立即得 
出结论。 

证法二设 A ,, A 2 是^级 Hermite 矩阵 A 的不同特征值 , a , 是 A 的属于夂的一个特 
征向 *, i = l ,2。 据 5.7 节的习题 5.7 第7埋, A ,, A 2 都是实数. 

Ai(ai , a 2 )= (AiOi , o 2 ) = (-Aai < a 2 ) = ( Aa , )' a 2 = a / Ao 2 
= a ,' A ' a 2 = a ,' Aa 2 = tt \' X 2 a t — o/Az a 2 

=A 2 Oi ' o 2 = Ai(oi ,ai ). 

由此得出， （ A , —入 Ka , , a 2 >=0, 由于幻关 A 2 。 因此 ( a ,，<*:>=()• 

15. 证明： Hermite 矩阵一定酉相似于一个实对角矩阵。 

提 示：类 似于第10题的证法。此外据 5.7 节的习题 5.7 第7题， Hemiite 矩阵的特征 
值都是实数。 

16. 设 A = ( a <1 ) 是 n 级复矩阵。令 

D ,( A ) = {« 6 C I U — a, I a 9 I } 

称 D ,( A >, i = 1,2,…， n , 是 A 的 w 个 Gersgorin 圆盘•证明卜述的 Gersgorn 圆盘定理： r * 级 
复矩阵 A 的每一个特征值都在 A 的某个 Gersgorin 圆盘中。 

证明任取 A 的一个特征值 A , ，则存在 aec - l . a 关0,使得设 a =( c , ，<：”•••， 
cj ，且设 

| c * I = max { I Ci I * I c * I *••• • \ c m | }. 

比较两边的第 A 个分 M •得 

Xic k = + ••• + … +<»〆•• 

于是 （ A ，— a **) c * = 

>关* 

由于因此 c *#0。 从上式得 

| A , — a ** I = I 2 a *> 卜 I < S 丨 I • 

I j*k c * I ,*k 

于是 A 4 6 D *( A ). 

注 ：从第 16 题看出，若 A 不可逆，则 A 的特征值0 属于 A 的某一个 Gersgorin 圆盘。 
也就是说，如果 A 不可逆，那么 A 有一个 Gersgorin 圆盘包含 原点。 从而如果 A 的每一个 
Gersgorin 圆盘都不包含原点，那么 A —定是可逆矩阵。 

17. 设 A = ( a |> ) 是 n 级复矩阵。证明 ：如果 

| | > (/I 一 1) I I，J 尹 * = 1，2,…， n ， 


那么 A 可逆。 
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证明假如存在/€{1，2，*"，11}，使得0€£>,(々），则 

Ua | = 10 — | < 2 I I • 

设 I = rnax{ \ a lx | ，…， Ih | } ， 

则 Uu 1< 2 2 U = — ” l a 」. 

这与已知条件矛 ^t。 因此 /的 每一个 Gersgorin 圆盘都不包含原点，从而 A 可逆。 

注：第 17题给出了 A 可逆的一个充分条件，利用它能很容易判断一些矩阵是可逆的。 

18. 设 A=(~) 是 ri 级复矩阵， A 的所有特征值组成的 n 元数组 a,A 2 , …， AJ 称为 A 
的谱。 A 的特征值的模的最大值称为 A 的谱丰径，记作 S r (A)« 证明： 

S r ( A ) ^ max 2 l a v I * 05) 

S r (A> < max 公 |a 0 I • (16) 

证明设 U/ lsSAA 〉， 其中幻 是 A 的一个特征值。据 Gersgorin 圆盘定理， AAD* 
(A) 对于某个I即 

U' —〜 K 2 丨 I 

由于 U/—a** |^|A/| —|a*» I，因此由上式得 

w W 

I a ； I < 2 1 I < max 21 a v I • 

>-i 

对 A' 用刚刚证得的结论，注意 A' 与 A 有相同的特征值(包括重数也相同），便得到 
|Ai | < max 2 |<2« |. 

19. 设 A 是^:级复矩阵，如果 A 的每一个特征值的实部都是负数，那么 A 称为稳定矩 
阵。稳定矩阵在微分方程理论中有重要应用。判断下述矩阵 A 是否为稳定 矩阵： 



解 D ,( A ) = {ze Cl |z + 8|<4}, 
D 2 ( A ) = {z€CI |z + 5|<2}, 
D 3 ( A ) = {ze Cl |z + 8|<4}, 
D t ( A ) = {ze Cl U + 6|<3}. 
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上述4个圆盘里的复数的实部都是负数，由圆盘定理得， A 是稳定矩阵。 

20. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵， P 是 K 上” 级可逆矩阵。 $B = P—iAP — PAP— 1 。 
证明： B 的特征多项式的复根之和等于0。 

证明据 5. 5节的习 M 5. 5第10题知道, B 的特征多项式的复根之和等于^ KB〉， 而 
tr ( B ) = tr ( P -' AP ) - tr ( PAP -') = tr ( A ) - tr ( A ) = 0 . 

21. 设实数域上的 n 级矩阵 A 为 


af 十 1 

a t a 2 十 1 • 

•• a t a m -j- 1 

a 2 a\ -h 1 

a! + l •_ 

•• a 2 a m + 1 

AnQl + 1 

a m a 2 十 1 • 

•• a: 十 1 


其中 a, ,a*,-,a. 不全为 0, 且 a,+a,+ •••+<!, =0,求 A 的全部特征值 • 



la . 1 J 

据 5. 5 节的例 9,A 与下述矩阵有相同的非零特征值，且它们的*数 相同: 


a x a 2 … a m \ 

1 

a 2 1 

= 

2 a ? 〜+〜 + •■ 
•-1 

•• +a„ 

_ 

1>? 0 
i-1 

1 1 … 1 / 

A 1 ■ 


ai + … -f- a m n 

i 


0 n 


于是 A 的全部非；特征值是> (—重）， n (—重 ）• 

<— 里 

假如 A =a 2 二…二〜，则由 a，+a 2 + …+〜 = 0得， ai =a 2 二…=〜=0,与已知条件矛 
盾。因此据 4. 3节的例3得 


rank(A) = rank 


r; a ; 



从而齐次线性方程组 (0f—A)X=0 的解空间 W 的维数为 

dimW = n — rank(A) = n — 2 . 

因此 A 的特征值 0 的几何重数是;《 — 2。由于 A 已有两个非零特征值，因此特征值0的代 
数重数也等于《 — 2。 

22. 设 A、B 都是数域 K 上的”级矩阵，证 明： AB+A 与 BA+A 有相同的特征值。 
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证明 AB+A=A(B+/>, BA+A = (B+J>A。 

据 5. 5节的例9得, A(B + J) 与 （B+DA 有相同的非零特征值，且它们的重数也相同。 

由于|八0+川=|八(3+/)丨=丨<5+/)八丨=|^4 +焱丨，因此0是/^十焱的特征值当 
且仅当0是 BA + A 的特征值. 

23. 设 A、B 都是数域 K 上的 n 级矩阵（；1>2)。 ,B •分别是的伴随矩阵，证 
明：如 果為~8,那么 A •〜 B' 

证明若 A 〜 B, 则存在 K 上 n 级可逆矩阵 P, 使得 ps AP=B 。据 4. 5节的典型例题的 
例9得, P’t (P- 1 )' =B -. 由于 PP - = IPU, 因此从 P 可逆知道也可逆，并且= 

|-^|P'. 于是（厂 y =(^yP• 容易验证 ：（MV =P— l A •，据 4.5 节的例8,得 

(P，) * = (m p -)' = (1^1 广 (/> .). = (jir 广 I p i『 2p = rir p . 

从 PP‘=|PU 得，（厂 > -1 =j^yP。 因此（厂 *)• =(p‘） _l , 从而 

P* A- (P- )-' = B -. 

于是 t 〜 

24. 设 A 是数域 K 上的"级矩阵，证明 ：如果 A 可对角化，那么 A 的伴随矩阵 A •也 
可对角化。 

证明若 A 可对角化，则 A 〜 D, 其中 DsdiagUA, …， A,}。 据第 2 3题得， A•〜 
D-. 直接计算可得 

’ A 2 A ，. A , 0 … 0 

0 A , Aj — A . ... 0 

D. = 

: : : 

0 0 … AiA ： —A^i 

因此 A’ 可对角化。 

25. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵, A,,A 2 ，•••,>.是 A 的特征多项式在复数域中的全部 
根。求 A 的伴随矩阵 A •的特征多项式在复数域中的全部根- 

证明把 A 看成复矩阵，据 5. 7节的例6得， A 〜 B, 其中 B 是上三角矩阵， B 的主对角 
元为 A,,A 2 ，…， A,。 据第23题得， A •〜 直接计算可得 

A 2 K C12 … ci . 

0 Ai 又 3 … A . … c u 

B ' = . . . 

0 0 … AiAa—Aw-i 
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由于 | A /— A ’ | = | A /- B - |,因此 A " 的特征多项式在复数域中的全部根是•丄 
— , AiA 2 — A ,- i . 

点评： 

在本章 5. 5节的习题 5. 5第14题对复数域上的”级可逆矩阵 A ,求出了的全部特 
征值。第25题是对任意的 n 级矩阵 .4, 求出了 的特征多项式的全部复根。由此可看 
出，研究矩阵的相似关系下的不变最.以及研究一个矩阵的相似类里比较简单的矩阵（例 
如，对角矩阵或上三角矩阵等）是很有用的 • 

26. 设 A 是 n 级复矩阵，证明 , A 2 = - I 的充分必要条 件是: rank < I + iA ) - frank ( I ~ iA )= n . 
证明 A 2 = - / <=> I + A 2 = 0 ㈡ rank (/+ A I )=0 

/I + iA 0 \ ®+(D // + iA 0 \_^ + LA / + iA \ 

( 0 I-iAl " V / + iA / - iA / ® + ® r \l + iA 21 I 


① + 


-yd+iA) • (2) 


f(，+ iA)-+(J + iA ) 2 


7 + iA 
4-a + A 2 ) 


21 


① + ® -+U + iA> 


21 


因此 rank ( / + iA ) + rank ( J — iA ) = rank ^-|-(/+ A ! ) J + rank (2/) 

= rank ( f + A 2 ) + n . 


从而 A 2 = —/ <=> rank (/+ LA ) + rank (/~ iA ) = n 0 

27. 设 A 是 n 级复矩阵，满足 A 2 = — /。求 A 的全部特征值。 

解设 A 。 是 A 的一个特征值，则存在•且 a 垆0,使得从而 A 2 a = A §<»。 
由于 A 2 = — 因此 一 即 (Aj + DasO . 由于 a 尹0,因此 A 5 + l = 0. 从而久。=士匕 

若 A =± i /, 则 A : = — /，当 A = 时 . i 是 A 的特征值（”重）；当 A = — iJ 时， _ i 是 A 
的特征值 ( n 重）。 

若 A # 士 i /。 则 ATif 关 0. 从而 f 士 iA #0. 从第26题得， rank ( J 士 iA )<〜 因此 
| /± iA | =0 o 从而 I 土 if — A | =0于是士 i 都是 A 的特 征值. 设 rank (/— iA ) = r ，则 rank 
(/+ L <\) — n — r , 由于 rank(iJ — A ) = rank [ i (/+ iA )] = n — r , rank ( — il — A ) = rank 
[- i ( f 一 iA >] = r ，因此 ( i 卜 A ) X =0 的解空间 W , 的维数等于 n -( n - r ) = r s (- i /- A ) X =0 
的解空间 W . 的维数等于 n 一 r 。 从而 A 的全部特征值是 i ( r 重}， 一 i ( n — r 重）》 

28. 设 A 是”级 复矩阵，且 A ^ = — I , 证明： A 可对角化，并且写出 A 的相似标准形。 

证明若 A =± i 7, 则 A 已经是对角矩阵，此时 A 的相似标准形是它自身。 
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下面设 A 关士 iJ 。 设 rank (7— L 4) = r a 从第 27 题的证明中看出， dimH + dimW ^ 
(«— r )= n 。 因此 A 可对角化，且 A 的相似标准形是 


Hr 0 

0 -ij rr 


29. 设 B 是 2 n 级实矩阵，满足 B 2 = _ J 。 且士 7。证明 ：存在 级实可逆矩阵 P , 

使得 

fBP = 丨 0 J '|. 

[- 1 . 0 J 

证明设 A , 是 B 的特征多项式 |AI — B | 的一个虚根，由于 | A 7_ B | 是实系数多项式， 
因此 X, 也是的一个虚根。由于 B 乒土/,因此据第27题知道， B 的特征多项式的 
全部不同的 K 根是 i 和一 i 。 由于它们成对出现，因此它们都是根。把 B 看成复矩阵， 
据第28题得 

于是存在 2 n 级复可逆矩阵 Q , 使得 

Q,BQ= d. 

由于 

_!_[/. i/.l |i/. 0 j 丄 [’■ | ° /.| 

^2 [i/. I 0 — i/. |V2 [― i/. /. j 0 ■ ， 

一 m ， 


因此把 B 看成复矩阵，有 


据本章 5.4 节的例16得.在实数域上有 


〜 I 。 

I -/• 0 


即存在实数域上的 2 n 级可逆矩阵 P •使得 


30. 设是由可微 函数八 （<〉，《,> = 1，2,".,”,组成的”级矩阵。规定 
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dB(r) 一 (dfAt)\ 
~dt \ df ) 9 


即把矩阵 BO ) 的每一个元素 / V G ) 都求一阶导数。由导数性质得，对于 n 

求下述线性微分方程组的通解： 


d(CB(t)) _ r dB(j) 
dt ~ C dt ' 


警 =«yi - 2y 2 + 2y 3 f 

^ =— 2yi — 2y 2 -f 4y s , 
& 2力十 4 a 一 2 y 3 ， 


其中％ ^2^3 都是〖的函数，它们是未知的。 

解上述线性微分方程组可以写成 

一 2 2 
1-2 -2 ' 4 

、一 - , , 4 一 2 

即 

dV 


^1 


yz 

— 




di 


AY . 


| A /- A | = 


如果 A 可对角化，那么傲分方程组 （19) 就容易求解。 

A -1 2 -2 

2 A +2 —4 

-2 — 4 A + 2 

A 的全部特征值是 2( 二重〉 ，一7。 

对于特征值2,求出 （2 卜 A ) X =0 的一个基础解系为 


= ( A -2 ) 2 (A + 7). 


一 2 


2 

1 

* 

0 

0 


.1 


对于特征值一7,求出 （一7/— A ) X =0 的一个基础解系为 


一 2 


令 


级实矩阵 C ， 有 


(17) 


(18) 


(19) 





( 20 ) 

( 21 ) 

( 22 ) 
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如果/个数值级数 


2 (^"|)(*、>/)， i ， j _ = 1，2,…，” (24) 

都收敛.那么称 （23) 式右端的矩阵级数收敢，证明 ：对于 任意的《级实矩阵 A = ( a ), 都有 
(23>式右端的矩阵级数收敛。从而 〆 是一个确定的 n 级实矩阵。 

证明令 M = max { | a „ | | i ,> = l ,2, — , n ) ，则对于任意的 i ，_/€ {1，2,…， n } ，有 

| A ! (“ p | ■ | 2 a * a « I < 2 II I a *> l < nM :， 

| A *<«, p |= | gA *(«,*) a ^|< g | A l (“*)| 

••• ••• ••• ••• 

考虑下述正项 级数： 

l + M +^ T nM z + ^ 7 ” 2 M 5 +m + ^ 7n - 1 W + ... (25) 

^! o! m ! 

对于级数 （25)， 由于 

/ir 〜叫 = 兒為 = 0 ， 

因此据达朗倍尔判别法得，正项级数 (25) 收敛。 

任意给定2, •••,»}, 考虑数值级数 （24), 由于 

| (告 )(“)) 卜 = 1,2 ,… (26) 

因此据比较判别法得，正项级数收敛 • 从而数值级数绝对 

收敛，于是它收敛。因此 (23) 式右端的矩阵级数收敛. 

32. 设 A 、 B 都是实数域上的;< 级矩阵。证 明：如 A 与 B 可交换，那么 

e A - B = e A e B . (27) 

证明从第31题的证明中知道，对任意 n 级实矩阵 A , 〆 的 （《•;)) 元是绝对收敛的数 
值级数, i ，）= l ,2, …， n 。 据数学分析的知识，对于两个绝对收敛的数值级数，它们的各项 
之积按任何方式排列所构成的级数也绝对收敛，且这个级数的值等于原来两个级数的值的 
乘积，因此 e A e B 有意义，并且 
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e A e B = (J + A + 务 + 务 + …〉 (J + B + g + |J + …〕 


J + A + B + AB 十士 


A 2 , A 2 B 


2 ! 


2!2! 2! 2! 3! 


由定义得 

e A+B = J + A + B +&(A + B ) 2 + A(A + jB) s + … 

由于 A 与 B 可交换，因此 

e -* = f + A + B + ^^ + AB + —! + ff + ^: B + f 十許 + … 

从而 e^ B = e A e fl . 


33. 证明： 对于任意一个 n 级实矩阵 A , e A 是可逆矩阵，且 
证明 A 与一 A 可交换，于是由第32题得 

/ = e ° = e AA = e A e ' A . 


因此 〆 可逆，且 

34. 证明 ：如果 A 是 n 级斜对称实矩阵，那么 e A 是正交矩阵。 
证明 / = e° = e A+v =〆〆 

由于 


因此 

于是 〆 是正交矩阵 

35.设 




( A ')_ 


E 


( A ") 


m ! m ! 

I = e A ( e A > , . 


=( 〆 ）’， 


其中 z 是一个实数。 证明: 

证明 


I 0 





/ cosx sinx 
sinx cosx 




(28) 


(29) 



于是 
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0+( 二 o) + ^l( 0 X 卜吾 [ 二 o} + h[ X 0 


5 T 


- X 5 


oi^ir 



^ ： 2+ A J：< —^ + … 



由于 


因此 


sinx = x — 
cosa: = 1 一 



^ r * + ^ r ‘-; x .+ …， 


cosx sinx 



一 sinx cost 


x e r. 


X 6 R. 


点评： 

从 (29) 式可得 


e A = 


/cos (— x) 
Vsin (— x) 


— sin (— x) 
cos(— x) 


)• 


这表明对于任意的 2 级斜对称实矩阵 A , 都有 〆 是平面上绕定点 O 的旋转的矩阵，其中转 
角一0：等于 A 的（2，1)元，由此推出，平面上关于任意一条定直线的反射的矩阵不可能用 


2 级斜对称实矩阵 A 的指数》 e A 得到。 


令 

则从第35题得， 



这表明从 e B = f , 推不出 B=0. 

36. 设 A 、 P 都是 n 级实矩阵，且 P 可逆。 证明： 

= P'e A P. 


(30) 
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证明 e ^ = g(F^ = gp^ > 

m I ZTo 

于是 

(e p_， «■)(«,» = 2 (^ 7 ^)(«*» = g 
=ESE —^(.i i k)A m (.k；L)PU；j'>. 又有 

*-l /-I _-o m • 

(P-'e A P )(««»= 2S P_l( “* )eA( *“ )P( W) 

*■1 /■! 

= 2 <«'»*>E -4a-(*,/)p(/,». 

*-l /-I m-0 m - 

e p " ，AP = p-'e A P. 


由此看出， 
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在 5. 7节的开头我们指出，为了把二次曲面 S 的方程化简，需要作直角坐标变换，使得 
S 的新方程不含交叉项。从中抽象出 ：把一 个二次齐次多项式化成只含平方项的形式。这 
就是本章要研究的中心问题。它在数学的许多分支以及物理学和工程技术中都很有用。 


6.1 二次型和它的标准形 


6.1.1 内容精华 


定义1数域 K ■上的一个 n 元二次型是系数在 K 中的 n 个变 fi 的二次齐次多项式，它 
的一般形式是 


/(xi , — = a u x\ 4 - 2a, 2 x,x 2 + 2a ls x,x, + — + 2a u Xii, 

+ a 2t xl + 2a z ,x z x, + ― 4 - 2a z ,XiX. 



(1) 式也可以写成 

/(x, ,x 2 , — ,x.) = 

• -1 >-l 

把 (2) 式中的系数按原来顺序排成一个 n 级矩阵 A : 



( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 
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则称 A 是二次型的矩阵，它是对称矩阵。显然二次型/( X ,，* ，…， X ,)的 
矩阵是惟 一的： 它的主对角元依次是 xf , x 〗， …，: ri 的 系数； 它的 （ i , j ) 元是&的系数的一 
半，其中 i 关八令 


X - 


则二次型 （1) 可以写成 

/<Xi , jc 2 ，— , x ,) = X ' AX , 

其中 A 是二次型 /( x ,, a , …, t ,) 的矩阵。 

为了讨论方便，允许 （1) 式中的系数全为0,即 A = 0. 

令^=(力，力设 C 是数域 K 上的”级可逆矩阵，下述关系式 

X = CY 

称为变 tt Ti ,••• , x . 到变量 3>1 的一个非退化线性 替换。 

n 元二次型 X'AX 经过非退化线性替换 X = Cy 变成 

(,CY)'A(.CY) = Y'(.CAOY, 

记 B = C ' AC , 则（7>式可写成 y ' BV , 这是变摄; yHA , …,; y . 的一个二次型 • 

B' = {CACY = CA'(.CY = CAC, 

因此 B 正好是二次型 Y'BY 矩阵。 

由此受到启发，引出下述两个概念： 

定义2数域 k 上的两个 n 元二次 sx ' ax 与 y ' By , 如果存在一个非退化线性替换 
X = cy , 把 X'AX 变成 y ' By , 那么称二次型 x ' ax 与 y'by 等价，记作 x ' ax ^ y ' by . 

定义3数域 K 上两个”级矩阵 A 与 B , 如果存在 K 上的一个 n 级可逆矩阵 c , 使得 

CAC = B , (9) 

那么称 A 与 B 合同.记作 Ac = B . 

从(7> 式容易 看出： 

命题1 数域 K 上两个 n 元二次型 X ' AX 与 y ' BY 等价当且仅当 n 级对称矩阵 A 与 B 
合同。 

容易验证, n 元二次型的等价，以及”级矩阵的合同都满足反身性、对称性和传递性， 
从而合同是集合 M »( K > 上的一个等价关系。在合同关系下, A 的等价类称为 A 的合同类。 

本章研究的基本问 题是： 数域 K 上 ri 元二次型能不能等价于一个只含平方项的二次 
型？容易看出，二次型只含平方项当且仅当它的矩阵是对角矩阵。因此用矩阵的术语，研 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 

由于 

(8) 
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究的基本问 题是： 数域 K 上的 n 级对称矩阵能不能合同于一个对角矩阵？ 

如果二次型 X ' AX 等价于一个只含平方项的二次型，那么这个只含平方项的二次型称 
为 X ' AX 的一个标准形。 

如果对称矩阵 A 合同于一个对角矩阵，那么这个对角矩阵称为 A 的一个合同标准形。 
命题2实数域上的》元二次型 X ' AX 有一个标准形为 

A.yf + A 2 >!+•••+A.3-；, (10) 

其中 A ,, A 2 , …, A . 是 A 的全部特征值。 

证明对于 n 级实对称矩阵 A , 存在一个 n 级正交矩阵 T , 使得 

: T'AT = dmg < A ,， A 2 , …， AJ , (11) 

其中 ApA :， …, A , 是 A 的全部特征值。由于: T ^ r ，因此 A 合同于 dia ^ U 山 ，…, AJ 。 
从而在变*的替换 X=Ty 下， X'AX 化成二次型 A l ； y ?+ A:;yi + … + A , y ,. 

如果了是止交矩阵，那么变 ft 的替换称为正交蒈换。 

对于任一数域 K 上的 n 元二次型 X ' AX 可以用配方法化成只含平方项的二次型.详 
见《高等代数》(第2版，上册）第6 $6.1 节的第193〜194 页。 

下面来证明数域 K 上任一 n 级对称矩阵一定合同于对角矩阵，从而数域 K 上任一 n 


元二次型一定等价于只含平方项的二次型。 


首先分析数域 K 上 n 级矩阵 A 与 B 合同的充分必要条件: 
A^B <=>存在 K 上可逆矩阵 C , 使得 C^ACsB 


容易肴出： 


因此 


存在 K 上初等矩阵…， P ,, 使得 

C = P ,/ V " P ,, (12) 

B (13) 

P ( j , i (. k)Y = PU , j (. k )), (14) 

P («， P ， = (15) 

P ( i (6)) / = P ( i (6)), b 手 0. (16) 


P (>, i (^)) , /\ P (>, i (- fe )) = PU , j (. k )-> AP ( j , Uk )-), 


即 

<D+ Cl)* 

像这种先对 A 作初等行变换 Q +©«, 接着作初等列变换 ©+© i ，称为成对初等行列变 
换。先对 A 作第行互换，接着作第 i ,) 列互换；也称为成对初等行、列变换；先把 A 
的第 i 行乘以非零数接着把第 i 列乘以6,这也是成对初等行、列变换。从（12>、（13> 





• 380 • 


岛等代败学习指导书（上册 > 


式得出。 

引理1设 A . B 都是数域 K 上 n 级矩阵，则 A 合同于 B 当且仅当 A 经过一系列成 
对初等行、列变换可以变成此时对 J 只作其中的初等列变换得到的可逆矩阵 C , 就使 
得 （ TAC = B 。 

定理1数域 K 上任一对称矩阵都合同于一个对角矩阵。 

证明对于数域 K •上对称矩阵的级数《作数学归纳法。详见 《高等 代数: K 第2版，上 
册）第6 $6.1 节的第196〜197 页。 

从定理1立即得到。 

定理2数域 K 上任一 n 元二次型都等价于一个只含平方项的二次型。 

利用引理1,定理1和定理2可以得到求二次型的标准形的又一种方法 
上 n 元二次型 X ' AX , 

/ A \ 对 A 作成对初等行.列变 / D \ 

1/ /对 I 只作其中的初等列变 lc / 

其中 D 是对角矩阵 di a gW ,, c / 2 ,"., d ,}, 则 

CAC = D , 

4 X = Cy , 则得到 X ' AX 的一个标准形， 

4 + …+ d.yl. 

这种求二次型的标准形的方法称为矩阵的成对初等行、列变换法。 

命题3数域 K 上 n 元二次型 X ' AX 的任一标准形中，系数不为0的平方项个数等于 
它的矩阵 A 的秩。 

证明设 X ' AX 经过非退化线性替换 X = Cy 化成标准形 d l ： y ?+ A ; y ! + … + A /， 其 
中…，汰都不为0。则 

CAC = diagic^i >di ,••• ,d r >0, — ,0). 

因此 rank ( A ) = r . 

二次型 X ' AX 的矩阵 A 的秩就称为二次型 X'AX 的秩 • 

6.1.2 典型例题 


,对于数域 K 

(17) 

(18) 
(19) 


例1用正交替换把下述实二次型化成标准形： 

f(.x,y,z) = x 2 + 2y 2 + 3z z — 4xy — \yz 
解这个实二次型的矩阵 A 为 
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A = 


1 一2 0 
一 2 2 -2 
0 —2 3 


I A/-A | = 


A - 


2 0 

A -2 2 


= ( A -2 XA -5 XA + 1). 


0 2 A -； 

A 的全部特征值是2,5,一 U 

对特征值2,求出 （2 f _ A ) X =0 的一个基础 解系： 


把 a , 单位化，得( —|，士，|)\ 

对特征值5,求出 （5/ — A > X =0 的一个基础 解系： 


a 2 = 


把0 2 单位化得,11 2 = (|， 一吾， I )，. 


对特征值 一 1,求出 （_/ — A ) X =0 的一个基础解系: 


«3 = 


把 a , 单位化得，取 =( 吾，香，+ )’。 
令 


T = 


2 12 
~ 3 ~ * 3 * * 3 * 

J_ _! _2_ 

T T J 


则 T 是正交矩阵，且 T ~' AT = duig { 2 , 5 ,- l ). 
令 
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则 



(1) 


f (. x , y , z ) = Zx ' 1 + 5 y' Z — z "'. 


( 2 ) 


例2作直角坐标变换，把下述二次曲面方程化成标准方程，并且指出它是什么二次 
曲面？ 


+ 2 y z + 3 ^ - ixy - iyz = 1 . (3) 

解此方程左端的二次项部分 


fix , y , z -> = x 2 + 2 y 2 + 3* 2 - 4 x ^- - Ayz 
经过例1中的正交替换化成了标 准形： 

f ( x , y , z ) = 2 x %1 +5 〆 — z ' 1 . 

作直角坐标变换 （1>, 则原二次曲面在新的宜角坐标系中的方程为 

2 x ' 1 +5 〆 -2 1 ' = 1. (4) 

由此看出，这是单叶双曲面. 

例3作直角坐标变换.把下述二次曲面方程化成标准方程，并且指出它是什么二次 


曲面？ 


x 2 + 4 y 2 + z 2 — 4 jt > — ixz — \yz + 2 x + y + 2 x — = 0. 


(5) 


解此方程的二次项部分 

f (. x , y , z ) = x * + + z * — 4 x > — 8 xz — \yz 


的矩阵为 


A = -2 4 -2 . 

-4-2 1 

I A / - A I = ( A -5 ) 2 (A + 4). 

于是 A 的全部特征值是 5( 二重>,一4。 

对特征值5,求出 （57_ A ) X =0 的一个基础解系： a , , a 2 ;经过施密特正交化和单位化 


得，”1 >112 • 

对特征值一4,求出（一 47_ A ) X =0 的一个基础 解系： a 3 , 经单位化得屮。令 
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3/-|| = 0 . 


(7) 


If — 


(8) 


o 

• T . 


4 z . 


(9) 


( 10 ) 


例4用非退化线性替换化下列二次型为标准形，并且写出所作的非退化线性替换： 


T = (ij, ,rj 2 ，》 |3> = 


■V 

_2_ 


则丁是正交矩阵，且 
作正交替换 


T 'AT = diag{5 


则二次型 /(•!,>:> 化成了标准形 5 x ， l +5 y ，2 -4 
因此作直角坐标变换 （6), 二次曲面的新方程为 
5x' z + 5/ 1 - 4z' 2 + 

将 （7) 式的左端对 z ' 配方得 

5x' +5：/* -4(«’_ 

作移轴 


y = y 




则二次曲面的方程变成 
总的直角坐标变换公式为 


5a ■- +Sy ' - 


-1 


V 

:VI 

= T 


z. 


z % 


从方程 （9) 看出，这是草叶双曲面。 


2-3 1-3 2-0^ 
>/5^v5 
4I152151T 


y5 





令 


力= X | + yx 2 -f yx 3 
yt = X t + yJTj 

)3 = 

则 /(Xi ,x Z fX 3 ) = y 2 + ^y\ 4 - 吾見 

所作的线性替换是 

( 1 1 

a = yi 一 飞 yi — -ryi 


x 2 = 

工 3 = 


yt 


yi 


显然这是非退化的线性替换。 
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因此 

f(xi ， : c 2 , … ，： r,) = 

即 ，: r 2 , …，； ） = 

⑶令 


易验证这是非退化线性替 换，] 

y\ + «y 2 4 




则 /(:丨 ， x 2 ，•"，:•) = 2(2 k = 2 


所作的总的线性替换是 
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证明证法一考虑 二次铟 

/(X| ,x 2 . — .X.) = A 1 X 1 + 久 2 j:! + … • 


它的矩阵是 


A = diaglAi ，又 2 ，… »A.} • 
由于是 1，2, …， ri 的一个全排列，因此 


f(.xi •xz.— .x,) = A., x\ -h Xi z x\ +•"+ 又 、工? ■ 

令 


则 

新二次型的矩阵为 
因此 


工. • = %， 

^ = yz * 

/(Xi ， x” … ， Xu) = A (| y? + W 十 … +A._yi. 

B = diag{A,, .A 4 ，•••“•_}• 

Acr B 


证法二 diagUi，A: ， … fA,} = <Ai«i ，久 :丨 2 •… *A^,). 


令 P = ( 8 i 、«£, 2 ，… ，*••〉• 

P 是置换矩阵，据 5.4 节的例 7 的结论得 

P'CAl*! ， A 2 «2 ，…， 

= . A .:®,:. …， 

=diagU, 、 丄 :•… ， A、}• 

因此 diagUi 山，… D t diaglAi, .A— •…， A,. }• 

例 6 用矩阵的成对初等行、列变换法把数域 K 上的下述二次型化成标准形，并且写 
出所作的非退化线性 替换： 

/(xj ,x 2 ,x 3 ) = X] + 2xi — x| + 2xi x z — 2xiX 3 . 

解/(心，々，々）的矩阵是 

1 1 -1 

A = 12 0 . 

一 1 0 — 1 
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令 A ： = Cy ， 得 

f 、 x\ ， *r 2 ，： j) = yf + M — 3y! 

所作的非退化线性替换 X = CY 详细写出就是 

xi =yi — yz + 2^3 * 

-xz = 力一 《 ys ， 

Xi = yi . 

注： 为了检査计箅过程是否发生差错，只要验算是否等于 D 。 如果 C ' AC = D ， 
那么计算正确。 

例7设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，证 明： A 是斜对称矩阵当且仅当对于 K ” 中任一 
列向量 a ， 有 aAa = 0 o 
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证明必要性设 A 是斜对称矩阵，则 A' = _A。 于是 
(. a ' Aa )' = a ' A'a =— a ' Aa . 

又由于 a'Aa 是 1 级矩阵，因此 ( a 'Aa/=a'A a 。 从而 

a'Aa ―― a'Aa. 

由此得出， a'Aa = 0. 

充分性设 A 的列向量组是 ai ，斯，…,由已知条件得 
0= e '. Ae , = e !( a .) = a*, i = 1.2, 

0= ( e , + tj )' A ( g , + *>) = ( e ! +t/)(Oj +o>) 

=a g + 4- = a v + a ^, i # j . 

因此 >4 是斜对称矩阵. 

点评： 

在例7的充分性的证明中,利用了基本矩阵的乘法规律，由于 *, = £,3 ，因此如, =AE,,= 
(a,). 由于 《,'=£：,, ，因此 《,'«*.=£■,,<*, = (〜）= 屯.由此#出，为了单独取出 A 的 （以) 元 a*, 应 
当用〆 左乘 A ,«. 右乘即 《,' Ae.。 类似地，为了单独取出 A 的元 a<) , 应当计算， 
8,'Ae/ ，它就等于〜 • 

例8设 A 是数域 K 上的一个”级对称矩阵，证明I如果对于 K- 中任一列向量 cr. 有 
a'Aa=0, 那么 A = 0. 

证明由例7的充分性得, A 是斜对称矩阵。于是 A'=_A。 又由于 A 是对称矩阵, 
因此 A'= 乃。 由此推出 ，2A = 0, 于是 A = 0. 

例9 设 


A = 

A, 

A：' 


A 

A *, 

h 

是一个 n 级对称矩阵，且 A, 是 r 级可逆矩阵。 

证明 

: 

A = | 

( Al 

°) 

* 


、0 

B> 


并且求出 B 。 




证明由于 A 是对称矩阵，因此 A'=A ，即 


A ； A ； 


(A, 

^2 

A ； A ： 


u 

^4, 


从而 A ,, A , 都是对称矩阵，且 A 3 = A “由于 A , 可逆，因此 


A, 

A 2 ②十（一 a/ap 

> •① Ai A 2 

U/ 

A, 

0 A, -A/Ar'Aj 
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_ A, 0 

② + ①十八 ;^)* 0 A. -A/Ar'Aj 


厂 0 A, A 2 

一 An 

A 1 0 

— A/A7 1 /_| A 3 A 4 

0 I^ r 

~ 0 A a —AiAx x A 2 


由于 （一 Ar 1 A 2 )'= -A/Ur 1 )'= -A/(A , ,)-' = -A ； AT l ，因此从上式得出 


A, 

a 2 〜 

A, 

0 

a 3 

A,J~ 

0 

A 4 -A/A7 , A 2 


于是 B = A k -A ； A-,'A z . 

例10 证明： 数域 K 上的斜对称矩阵一定合同于下述形式的分块对角 矩阵: 


diag ((-? 9 ，…， L°i :)， ( 。>，-.， (( 4 

证明对斜对称矩阵的级数 n 作笫二数学归纳法， 
n = l 时， (0) = (0). 
n = 2 时，设 a 关 0,则 

/ 0 a\ (D>a-» / 0 1\_^ / 0 1\ 

l-a 0/ ^ \-a 0/ <D-a- ,r V- 1 0/ 

据引理1得 

(-：>(-;:)• 


假设对于小于”级的斜对称矩阵，命题为真 • 现在来宥”级斜对称矩阵 A = 

情形1 A 的左上角的2级子矩阵 A, 关0,则 A, 可逆。把 A 写成分块矩阵的 形式: 


则 


A =* 


A, 

A, 


a 2 

A, 


A '= 


fA； A； 
Ai A ； 


由于 A' = —A， 因此 A, , = —Ai ,A/ = —A,，A 3 = —A/。 从而 


A, A 2 

O + M/Ar 1 ) •① 

A, A 2 

一 A 2 ’ Ai 


0 A, +A/A7 i A 2 


A, 0 

®+®-(-Ar , A I ) r o A, +A/Ar'A z 
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于是 


h 

0 

Ai A 3 

(it -Ar 1 叫 

1 

A, 

0 

AMr' 


— A 2 ’ A a 

0 l rl 

_ I 

0 

a ,+ a ； at ' a 2 


由于 （一 Ar l A 2 )’=- A /04 r l )'=- A /( A l ’)- | =- A 2 ’（一 A 1 ) H = A 2 ’ Ar 1 ， 
因此从上式得出， 


A , A 2 ) 

A , 0 

[- a ； A •卜 

0 A t + A / Ar'Aj 


由于 （ A , + A/A r ' A 2 ) , = A ； + A /( A -') , A , = - A .- AiA r 1 A , ，因此， A , + A 2 ’A 厂 1 A 2 是 
n ~2 级斜对称矩阵。于是对它可用归纳假设，存在 n ~2 级可逆矩阵 G ，使得 

B = A , 4- AiAi l A t ~ diagj ^ ^)，…，(_^ :)，(0)，…，(0) }• 

由于是2级斜对称矩阵，因此可用归纳假设，存在2级可逆矩阵 C , ，使得 

A, ^(-i o)- 

c =r“i. 

o 

I O C / BC 2 

= dia «((_i o)*(-i :)，•••，(-; :)， (o )，...H 

情形 2 A , =0, 但在 A 的第 1 行(或第 2 行）中有％ #0( 或％ #())• 

若叫麥0,则把 A 的第_；行加到第2行上，接着把所得矩阵的第）列加到第2列上，得 
到的矩阵 G 的 （2,1) 元 _ a |> ,( l ,2) 元为 ai ,，（ l ， l > 元和 （2,2) 元仍为 ()• 由引理1得 ， A = G . 
而 G 属于情形1,因此据合同关系的传递性，得 

A=:diag |(_i o) ,<0), "' ,<0) )- 

若 叫关 0,则把 A 的第）行加到第1行上，接着把第）列加到第1列上，得到的矩阵 H 
属于情形1。因此 A 合同于所要求的分块对角矩阵。 

情形3 .此时 


令 


则0：是《级可逆矩阵， ft 

d f C ' A ' Cl 
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-(：：)• 

由于是 n -2 级斜对称矩阵，因此可用归纳假设，存在 n -2 级可逆矩阵 C ,, 使得 

C/A.Ca =diagj(_® :)•■••，(_: J).(0).-.(0)j. 

/O 0 \ (①•②) ■ fO A 4 \ _^ /A 4 0\ 

VO A a I ^ VO 0 / (① .②广 V o 0/ 


0 

W 

/° °\ 

0 

U 

h 

0 

\0 AJ 

Jm-t 

0 


(° 0 k ( A ‘ 0 ) 

VO A ,/ \o 0/ 

又有 

IC 3 0 V / A 4 On ( C , 0) / C ； A 4 C , 0\ 

\o 7:| I 0 1 0 I 0 o' 

因此 

A diagj ^ i 。 ) ， … ，。 ) ，（ 0) ， … ， （ 0) ，（ 0) ，（ 0)} 

根据第二数学归纳法原理，对一切正》数〜命题为真. 

点评： 

由于合同的矩阵有相等的秩，因此从例10的结论立即得出：斜对称矩阵的秩是偶数。 
例 11 设”级实对称矩阵 A 的全部特征值按大小順序排成： 证明： 
对于『中任一非零列向景 tr , 都有 

⑴) 

I a I 

证明因为 A 是; 2 级实对称矩阵，所以有 n 级正交矩阵7\使得 T - , AT = diag { A ,, A 2 , 
…丄 }• 任取 R ” 中一个非零列向置 a ， 设（丁，一…人）•则 
aAa = a ' TdiagiAi ，义 2 ，…， A ,} T^a 
= ( T ^ a / diagUi ，又2，…， 

= Ai6f -\-Xzti + — +A_6S 
< A “6 f +技 + … +«) 
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同理 


= a , | r 0 i j 
= A ! I a I 2 . 

a ' Aa = \ x b \ + … + A.AJ 


> A . I a | l . 

因此 

例 12 设/\ =(化）是《级实对称矩阵，它的 n 个特征值排序成 证明： 
A. ^ a, ^ At < i=l ， 2 ， .. ， n. 

证明由于 *.' A S< = ai , 且 k .|* = l , 因此从例 11 的结论立即得到, 

点评： 

从例12看到，实对称矩阵的每一个主对角元都在最小特征值与最大特征值之间，这个 
结论是有用的. - 

例 13 设 A 是一个 n 级实对称矩阵，证明：存在一个正实数 M, 使得对于 IT 中任一 
非零列向量《»，都有 


证明 


]_ aAo_l 

lal : 




由例11得，对于 R ’ 中任一非零列向《«，有 
A . < y~p < Ai , 


(12) 


分别是 A 的最大 、最 小的特征值。令 

M = max{ I Ai | . I A. I } > 

-M<-| A. <| A, |<M 


例 14 设 B 是 n 级实矩阵, B ' B 的全部特征值排序成心彡…^夂。证明 ：如果 B 
有特征值，那么 B 的任一特征值^ 满足： 

\< VX ^. (13) 

证明设^是^的一个特征值，<*是8的厲于 "的一 个特征向量。 

据 5. 7节的例3的结论， B ' B 的所有特征值都是非负实数。对实对称矩阵 B ' B 用 
例11的结论，得 


其中 A ，， A . 
则 

于是 
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A. < 


a ' B'Ba 

TiT" 


^ Ai 


由于 a'B'Ba = (Ba)’ （ Ba) = (#)’(/«>= ft 2 a'a = 〆 丨 <* |*. 
因此 A. <// 2 < A,. 


从而 VZ<\lx l < 

例 15 设 A、B 都是 n 级实对称矩阵，证 明： 如果 AB = BA , 那么存在一个 n 级正交矩 
阵 T , 使得 T ' AT 与 T ' RT 都为对角 矩阵- 

证明因为 A 是；1级实对称矩阵，所以有 n 级正交矩阵了,，使得 
TI ' AT , = diag { AiI , i ， A : I rt ， …， 

其中 A ^ A ,， …， A _ 是八的全部不同的特征值。由于 AB = BA ， 因此 

( Tr ' AT . KTr ' BT .) = Tr ' ABT , = TV BAT t = (TV BT ^ iT ：' AT ,). 

据 4. 5 节的习题 4. 5 第 13 题的结论，得 

Tj'BT | = diag{Bi , B t ，―, B m > > 

其中 B . 是 r , 级实矩阵，易验证它是对称矩阵, i = l , 2,…， m . 于是存在 r , 级正交矩阵1\， 
使得 fr ' B . f , 为对角矩阵， i = l ,2 ，…， m ， 令 
T 2 = diag {1 l i 


T= T,T,, 


则 T 2 ,7 •都是 n 级正交矩阵，且 

TBT= Tj'TT'BT^t - TF , diag{B,,B l ,-,B.}T« 

=diagffv'B, 

TAT= Ti'TVAT.Tr = TV dingi^L, fX t I r ,,Xjr m )T t 
=diag(f 7 l (A,/„ )T,,f? I (A 1 /„)f 2 ,(A.J r .)T.} 


=diag(Ai l ,\ »A2^r4 }. 

即 rAT , rBT 都为对角矩阵。 


习題 6.1 


1. 用正交替换把下列实二次型化成标准形： 

(1) /(x, 9 x t ,x 3 ) = 2xJ 5x] + 5xi 4 - 4 x,x 2 — 4x,x, — 8x 2 x 3 ; 

(2) /( xj , x 2 , xj , x 4 ) = 2 xix 2 — 2 j : 3 x 4 . 

2. 作直角坐标变换，把下述二次曲面的方程化成标准方程，并且指出它是什么二次 
曲面。 
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2x 2 +6y 2 -f 2Z 2 +8xz-l =0. 

3. 作非退化线性替换把下列数域 K 上二次型化成标准形，并且写出所作的非退化线 
性 替换： 

( 1 ) /( Xi. x 2 f 0 ： 3 ) = X? 4- 2x| + 2 J：, x 2 — 2xi x s ; 

(2) /(xi *x 2 *x 3 )=xi — xl~l-2a ： i x 2 4-2x 2 j ：3 ； 

(3) /(xi * X 2 . X 3 )= XiX 2 -|- XiX 3+ X 2 J ：3 ； 

(4) /(xj *x 2 ,xs) = 2xix 2 —2 x 3 x 4 . 

4. 用矩阵的成对初等行、列变换法把数域 K 上的下述二次型化成标准形，并且写出所 
作的非退化线性替换： 

( 1 ) /<X| *X 2 , JT 3 ) = Xi — 2x| 4- xl — 2x, Xi \x t Xi » 

(2) /(xi ,x 2 ,x 3 ) = x,X* +x 2 Xj 

5. 证明： 秩为 r 的对称矩阵可以表示成 r 个秩为 1 的对称矩阵之和。 

6. 证明：实数域上任一斜对称矩阵的行列式必为非负实数 • 

7. 证明： 元素全为整数的斜对称矩阵的行列式一定是一个整数的 平方。 

8. 设 n 元实二次型 X ' AX 的矩阵 A 的一个特征值是4,，证 明： 存在 V 中非零列向量 
a = ( ai ， a 2 , …， O '， 使得 

aAa = Ai ( a ? + a ! + … + ai ) 

6.2 实二次型的规范形 

6.2.1 内容精华 

我们已经知道，一个二次型的标准形不惟一，与所作的非退化线性替换 有关。 这—节 
来讨论二次型的哪些量与所作的非退化线性替换无关 • 在上一节已指出，二次型 X ' AX 的 
任一标准形中，系数不为0的平方项的个数等于 《 nk ( A ), 从而它与所作的非退化线性替 
换 无关。 二次型的标准形中还有》些量具有这种性质？我们还要 讨论： 在一个二 次抵的 
等价类里最简单形式的二次型是什 么样: 它是否惟一？ 

首先对实数域上的二次型进行 讨论。 实数域上的二次型简称为实二次型。 
n 元实二次型 X - AX 经过一个适当的非退化线性替换 X = CY 可以化成下述形式的标 
准形。 
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d x y\ H - h d,y\ — d^ x yU\ - d r yl, (1) 

其中忒 >0， f = l ,2, …， I •，据 6. 1 节的命题 3 知道， r 是这个二次型的秩。再作一个非退化 
线性替换： 

y» = i = 1,2,… ， r. 

: y> = 2 >， j = r+ 1，•••，?!• 

则二次型 （1> 可以变成 

z? + ••• + Zp — 一…一 zj. (2) 

因此实二次型 X'AX 有形如 （2) 的一个标准形，称它为 X'AY 的规范形,它的特征是：只含 
平方项，且平方项的系数为1，_1或系数为1的平方项都在前面。实二次型 X'AX 的 
规范形 （2) 被两个自然数/ ■和 r 决定。 

定理1 (愼性定 理）； 1元实二次 SX'AX 的规范形是惟一的 • 

证明设 n 元实二次型 X ' AX 的秩为假设 X ' AX 分别经过非退化线性替换 
X = CY , X = BZ 变成两个规范形： 

X'AX = yf + …+ 沁 _ yk - (3) 

X'AX = zf + … + zj — zj+i — … 一 ⑷ 
现來证明/ > = 9, 从而 X ' AX 的规范形惟一 • 

从 (3) 式和⑷式者出，经过非退化线性替换 Z=(BMC>y, 有 

zf + …+ *5 — zUi - W + … + — yU-i — ' — yf ( 5 ) 

假如/ >><7,我们想找到变量; y,,：y:, …，; y ■取的一组值，使得 （5) 式右 
端大于0,而左端小于或等于0,从而产生矛盾.为此让 y 取下述列向量 

资 = d ，•••*，，0,…， 0) ， （6) 

其中々, ，…， k t 是待定的不全为0的实数，使得变 * & ,.••，》,取的值全为 (>• 由于 z=cy， 
因此当 y 取 P 时，有 


*1= gn*i ^- 

22= gl\k\ - y- gtfk,, 

z,= g.iki H - bg v k r . 


从而我们考虑齐次线性方程组: 
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gn^i H - H g\pk, = 0, 

H -=0 ， (7) 

g,\ki H - 1- g„k , = 0. 

由于 9 </>,因此齐次线性方程组（7>有非零解。于是怂 ， k”". ， k f 可取到一组不全为0的 
实数，使得此时 （5) 式左端的值小于或等于0,而右端的值大于0,矛盾。 
因此同理可证从而/ > = h 

定义1在实二次型 X ' AX 的规范形中，系数为+ 1的平方项个数/•称为 X ' AX 的正 
惯性指数， 系数为 一1 的平方项个数称为 X ' AX 的 负愤性 指数；正惯性指数减去负惯 
性指数所得的差 2p-r 称为 X'AX 的符 号差。 

由上述知，实二次型 X'AX 的规范形被它的秩和正惯性指数 决定。 利用二次型等价的 
传递性和对称性立即得出 

命题1两个 n 元实二次型等价 
<=>它们的规范形相同， 

«它们的秩相等，并且正惯性指数也相等。 

从实二次型 X'AX 经过非退化线性替换化成规范形的过程中看到， X ' AX 的任一标准 
形中系数为正的平方项个数等于 X ' AX 的正惯性 指数： 系数为 负的平方项个数等于 X'AX 
的负惯性指数.从而虽然 X'AX 的标准形不惟一,但是标准形 中系数 为正的平方项个数是 
惟一的，系数为负的平方项个数也是惟 一的. 

从惯性定理得出： 

推论 1任一《级实对称矩阵 A 合同于对角矩阵 diag < l ,"., l , — 1, … ，一 1,0,…，0>, 
其中1的个数等于 X ' AX 的正惯性指数，1的个数等于 X ' AX 的负惯性指数（分别把它们 
称为 A 的正惯性指数和负惯性 指数） ，这个对角矩阵称为 A 的 合同规 范形。 

从上面的讨论容易得出， n 级实对称矩阵 A 的合同标准形中，主对角元为正（负）数的 
个数等于 A 的正（负）惯性指数。 

从命题1立即得出： 

推论 2两个 n 级实对称矩阵 合同。 

㈡ 它们的秩相等，并且正惯性指数也相等。 

推论2表明，秩和正惯性指数恰好完全决定 n 级实对称矩阵的合同类，因此由所有 n 
级实对称矩阵组成的集合中，秩和正惯性指数是合同关系下的一组完全不变量。 

现在讨论复数域上的二次型，简称为复二 次型。 

设；1元复二次 X ' AX 经过一个适当的非退化线性替换 X = CY 变成下述形式的标 
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准形： 

diM + Ay! + …+ <^5， ⑻ 

其中 cf , 关 0， i = l ,2, …， n ; r 是这个二次型 的秩， 

设 4=巧（<：0吨+以吨）， 容易证明 

[士 V ^7 (cos 鲁 + isin 争)]= dj . 

把 y7：( cos | ■十 ; S i n |^ 记作 yt 再作一个非退化线性 替换： 

女，， j = 1,2, "' ,r, 

yi = z ,, / = r 十 1，…, n . 

则得到 X'AX 的下述形式的标 准形： 

*;+z |(9) 

把这个标准形叫做复二次型 X ' AX 的规范形，它的特 征是： 只含平方项，且平方项的系数 
为1或0。显然，复二次型 X'AX 的规范形完全被它的秩所 决定。 于是有 
定理2复二次 S X'AX 的规范形是惟一的 • 

显然有 

命题2两个 n 元复二次型等价 
«它们的规范形相同， 

<=>它们的秩相等. 

推论3任一 n 级复对称矩阵 A 合同于对 角阵： 



其中 r=rank(A). 

推论 4 两个 n 级复对称矩阵合同 
«它们的秩相等. 

由推论4立即得出，秩是 n 级复对称矩阵组成的集合在合同关系下的完全不变量 • 


6.2.2 典型例题 

例1 3级实对称矩阵组成的集合有多少个合同类？每一类里写出一个最简单的矩阵 
(即合同规范形）。 
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解 


序 号 

秩 

正憤性指数 

合同规范形 

1 

0 

0 

0 

2 

1 

1 

diag{ 1 «0t0} 

3 

1 

0 

diag{ — 1 ,0.0} 

4 

2 

2 

diag{l *1 *0} 

5 

2 

1 

diag{l • — 1 ， 0} 

6 

2 

0 

diag{ —1, —1.0} 

7 

3 

3 

diag{l,l*l} 

8 

3 

2 

diag{l,lt — l} 

9 

3 

1 

diag{l, —1* —1} 

10 

3 

0 



由此看出，3级实对称矩阵组成的集合恰有10个合同类. 

例2 3级复对称矩阵组成的集合有多少个合同类？每一类里写出一个最简单的矩阵 


(即合同规范形）。 

解 


序 号 

秩 

合同规范形 

1 

0 

0 

2 

1 

diag{ 1,0,0} 

3 

2 

diagU.1.0} 

4 

3 

diag{l.l,l} 


由此看出，3级复对称矩阵组成的集合恰有4个合同类. 

例 3 n 级实对称矩阵组成的集合有多少个合同类？ 

解秩为0的有1个合同类，秩为1的有2个合同类（正惯性指数分别为0，1)<秩为 
2的有3个合同类；… t 秩为 n 的有 ” + 1 个合同类（正惯性指数分别为0，1，2,…， nh 因 
此 n 级实对称矩阵组成的集合共有 


1 + 2 + 3 +… + (n + l > = 



个合同类。 

例 4 n 级复对称矩阵组成的集合有多少个合同类？ 

解秩为 0, l ,2 c ..， n 的分别有一个合同类，因此共有 ”十 1个合同类。 

例5证明：一个 n 元实二次型可以分解成两个实系数1次齐次多项式的乘积当且仅 
当它的秩等于2且符号差为0,或者它的秩等于1。 
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证明 必要性设《元实二次型 

X r AX = (aiXi + a 2 jr 2 十…+ a m x m ) ib \ X \ + 62I2 + …+ f > H x m ). 

其中 ai ， a 2 ，…， a , 不全为 0 ; 私 ，b” …， b n 不全为 0 . 

情形 1 (ai ， …， a _) 与 （ 61 ， 6 2 ，…，匕）线性相关。则 (bi ,b 2 ,••• ,b m ) =k(a t ， a 2 ，…， 


a n )tR k ^=0 o 
于是 

设 a, 关0。令 


X r AX = k(,a\X\ -f- a 2 j：2 + … + n) 2 
x；= y” j = 1 ， 2 , …， i —l，i + 1 ，…， n; 




这是非退化线性替换，且 


X'AX = ky]. 


这时 X'AX 的秩等于 U 

情形2 ( a| ,a 2 与(6,，匕，… ，6.) 线性 无关. 则这个向量组的秩为2,以它们为 

行向《组的 2Xn 矩阵必有一个2阶子式不等于0,不妨设 t I ' 乒0•令 

I o x b 2 


y\ = £^4 十 a 2 x 2 + aj ： r 3 + …+ a m x m9 
yt = 6»Xj 4- b 2 x t + biXi 4 -…+ b m x m • 

% = 工 3 


I y - = 

则此公式的系数矩阵 C 的行列式为 

I C| = 


6, 


a 2 

bz 


关 0. 


从而 C 可逆。于是令 XsCMY， 则 

X'AX = yi y 2 


再作非退化线性替换: 


yi= Zi -\-z 2 f 


In 


yz = z\ — zz 9 

y , = zj 9 j = 3 ， 4，•••，/!• 


则 


X 1 AX = zj 一 z\. 
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因此 X ， AX 的秩等于2,且符号差等于0。 

充分性若 X f AX 的秩等于2且符号差为0,则经过一个适当的非退化线性替换， 
X = CF ， 有 

X'AX = y \ — yb 

设（^ = (4)，由于 ysd ， 因此 

+ d n x 2 + — + d im x m , 
yz = d 2 \Xi +dz 2 x 2 f ― 4 - d 2m x H . 

且 (4 ，‘，…，丸）与 (4 ，木 2 ,…，木.）线性无关。于是 

X AX = [(a" + 木 , ）J：1 + …+ ( 々 ■ + 木 ■)：!：■][ (^ 一 d 21 >々 + …+ d — d 2 m )x m ^ 

且 (^ii + d 2l • ― fd im + </*,)^0, (dn — d n ，…， 

因此 X'AX 表示成了两个 1 次齐次多项式的乘积。 

若 X ' AX 的秩等于1.则经过一个适当的非退化线性替换夂=82,有 

X'AX = kz \ , 

其中 是=1 或 一1. 由于因此 

zi = e , x , + e t x t + — + f « jr . ， 

且 （ei，e 2 ，•••，《,)#()•于是 

X' AX = k (. e t x , + ejXj 4- ••• + e . x.) z . 

从而 X'AX 表示成了两个 1 次齐次系项式的乘积， 

点评： 

从例5的证明中看到，有关实二次5«的问题常常苗要作非退化性替换.化成规范形（或 
标准 形〉。 在规范形里容易看出原二次型的秩和正惯性指数、符号差等。 

例6设 tAX 是一个 tj 元实二次型, 证明： 如果 R ’ 中有列向 fton , a 2 ，使得 a / A ^ X ), 
« 2 ' Aa z <0, 那么在 R " 中有非零列向 a 】 ，使得 o ； Aa , =0. 

证明作非退化线性替换 X = CV ， 使得 

X'AX = ; y ? + …+ /， 一 乂 … - yl 

其中 r = rank ( A )。 由于 a / Ac ^ X )， 因此 X '/ VX 的正惯性指数/>>0。由于 a z ' Aa 2 <0, 因此 
X ' AX 的负惯性指数 r _ p >0 即 r > p . 于是可以让 y 取下述一列 向景： 

8 = (1，0,…，0，1，0，".，0)’. 

r - - V - • 

P 

令 a 3 =qj, 

则 a / Aa 3 = I 2 +0 2 + …+0 2 — I 2 — 0 2 -0 2 =0. 

例7设 A 为一个”级实对称矩阵，证 明： 如果 | A |<0, 那么在 R " 中有非零列向最<1， 
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使得 a ' Aa <0. 

证明由于 | A |<0, 因此 X'AX 的秩为且负惯性指数为奇数。于是作非退化线性 
替换 X = CV % 有 

X'AX = y? + … +y\- yU - yl ， 

由于 》— /> 是奇数，因此可以让 Y 取下述列向最： 

p = (0,… 0.1 ，0,… t 0> 

令 B = qp . 则 

a'Aa =— I 2 =— 1 < 0. 

例8设实二次型 

/(Ad:, …,X,) = /? +… + - II., (1) 

其中 Zi ( i = l ，2，...， j +“) 是 j ： i ， 1 :•的 1 次齐次多项式.证明： fix x tX * *••• tx .) 的正 

惯性指数负惯性指数 

证明由于 Z ,( i = l ，2, …， J + “) 是 X| ， ;r:，"*，x •的 1次齐次多项式，因此 

L = HX, 

其中 L =(/ i ，/:，...，/,十■，…，/.)'，4=0,当 ） >s + 〜 

作非退化线性替换 x = cy , 使得 

/(x, , — .x.) = y? H — + y\~ y\*i - ⑵ 

于是 SL = HCY 下，有 

z ? + … + C zJm -心. =)? + … + / - 瓜- yUf ⑶ 

设 假如 〆 >*• 让 V 取下述列向1: 

p = (*|，…，，0,…，0)’， 

其中是待定的不全为0的实数，使得 A -0,由于 l =( hc ) f ， 因此当 y 
取负时，有 

l\ = gll^l 十尽 12 务 2 + g\pk p y 

It = g2\k X +g22 灸 2 + … + g2 >，， 

••• 參參 ■ •參 • ••• ••• 

l, = gtl^l + g,2^2 + — + gt,k,. 

为此考虑齐次线性方程组 

gll 走 1 + 茗 12 灸 2 + …+ glP^P = ° 9 
gnki 4- g 22 是2 + …+ g 2 pkp = 0, 


^,1^1 4- g , 2 k 2 4- ••• 4- g , P k ^ = 0. 
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由于 s </>, 因此这个齐次线性方程组有非零解。 从而心 ，•••,& 可取到一组不全为 0 的数， 
使得此时 (3) 式左端小于或等于0,而右端大于0,矛盾。因此, 

类似地，假如 (?> a ，可以证明 y 可取到一个列向量，使得 （3) 式右端小于0,而左端大 
于或等于 0 ,矛盾。因此 

例9 证明： 在实数域上，一/，与/»不是合 同的； 在复数域上，一 L 与合同。 

证明在实数域上，由于一 L 的正惯性指数为0,1的正惯性指数为71，因此 一 I 胃与 


不是合同的。 

在复数域上，一叉与的秩 都是〜 因此它们是合同的。 
例 10 指出下列实二次型中，哪些是等价的？写出理由： 

f\ (xi yXz fXi) = X? — X t Xi 

fz^yi ，％，％ ) = y\yz — yl 

fj(zi t z 2 ,z 3 ) = z t z 2 4 - * 5 . 

解令 

» 

* X Z = y t -\- yi ， 

• r ，= % 一: V 3 • 

则 f \( x x fXzfXiy ^ yl — yl+yU 

令 

3^i = Wi -\-Wt 9 

* yt = -Wi —XV 2 f 
yi = tvif 

则 fz^yi fyz ^ y 3 )= w \— vA —- u ^- 

令 


Z\ — Ui + M 2 * 



则 ,3 ( Zl ，&， Z 3 ) = Ui ~ U | -f U3 

由此看出，， （ A ，: C 2 , 而）与/ 3 ( 21 ，2： : ，2 3 )的秩都是等于3,且正惯性指数都等于2,因 
此它们等价。由于/ 2 (%，: y 2 ，： y 3 ) 的正惯性指数为 1 ，因此 /“ yi ，，，％) 与 / i ( x , 9 x 2 yx 3 )f 
不等价，与 Mz l 9 Z 2 ， z 3 ) 也不等价。 

例 11 ”级实对称矩阵组成的集合中，如果一个合同类里既含有 A 又含有一 A ， 那么 
这个合同类里的秩与符号差有什么特点？ 
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解 设 n 级实可逆矩阵 C 使得 

C'AC = diag { l ,...， l ，一 1,.“，_1,0，."，0}， 

其中对角矩阵的主对角线上有 P 个 1，9个一 1，则 

C ( — A)C = diag {— 1'，...， 一 1，1， …， 1，0,…， 0} ， 

其中对角矩阵的主对角线上有 P 个 一 1，<?个 U 

由于 A 与 一 A 在同一个合同类里，它们的合同规范形惟一，因此 p = q 。 从而这个合同 
类的秩等于 2 p , 符号差为0。 

例12 n 级实对称矩阵组成的集合中，符号差为给定数 s 的合同类有多少个？ 

解 由于秩 r 和符号差 5 确定后，正惯性指数 P 就随之 确定： pef ，因此秩和符号 

差也是 n 级实对称矩阵组成的集合的一组完全不 变量。 从而当符号差 s 为给定的数后。 
积 r 有多少种取法就有多少个合 同类。 

当 s <0 时，设其中 m 是正锒数。由于正惯性指数/>是非负整数，且 r =2/.-5 
= 2/>+/71，因此厂可取771，历 + 2，/71 + 4，."，讲 + 2/，其中 m 4- 2/ = ” 或《 — 1。于是 / == 

从而 r 的取法有 l+/=l + l + j 种，即当*<0时，符号差为^的合同类 

们 + |.宁 I 个。 

当时•由于 /»< r , 因此 r ^ s . 从而 r 可以取5,5+2,5+4，*"，5+2^，其中 s +2 f = w 或 w — 

1。于是 r 的取法有1+<=1 + |^^|种*即当 s >0 时，符号差为 s 的合同类有1 + | f i 个。 

习题 6. 2 

1. 把习题 6. 1 的第 3 题的所有实二次型的标准形进一步化成规范形，并且写出所作的 
非退化线性替换. 

2. 2级实对称矩阵组成的集合有多少个合同类？每一类里写出一个最简单的矩阵（即 
合同规范形）。 

3. 下列实二次型中哪些是等价的？写出理由： 

/ i ( x , , xi ， x ,) = xf 4- 4 j ^ + + 4 x , x 2 — 2 xix s » 

fziyi ,y 2 .>3) = >5 + 2yi - 3-i + 4>1 yz - 2yx - 4 2 yi ； 

/,(«, , z 2 , z 3 )=-4 zf - z \ - zl —4 z , z 2 +4 z , z , + 18 z 2 z 3 

4. 设 A 是”级可逆实对称矩阵， a 是 R " 中一个 列向量 •令 B = A _ aa '。 用 s < A )、 
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s ( B ) 分别表示 A 、 B 的符号差， 证明： 

| s ( B ) + 2, 当 a ' A —' aSl . 
s(A) — j , 

U ( B ), 当 Wa < l . 

5. 设《级矩阵 A = a / + J , 其中 _ /是元索全为 1 的矩阵 , a >0。 求 A 的符号差。 

6. 设為是”级实对称矩阵，且 A 关0, 证明： 如果 A 的符号差 s =0, 那么 R " 中有非零 
列向童 <* i ，《*2 ， a 3 , 使得 a\Aa i >0 ,a{Aa t < 0 ,a,Aa 3 =0„ 

6.3 正定二次型与正定矩阵 


6.3.1 内容精华 


从多元函数的极值问题以及力学等领域的问题提出需要研究正定二次甩和正定矩阵。 
定义1 n 元实二次型 X'AX 称为正定的，如果对于 R- 中任意非；列向欺 a, 都 
有 a'Aa> 0 . 

定理1 元实二次型 X'AX 是正 定的当且仅当它的正惯性指数等于 n。 

证明必要性。设 X'AX 是正定的，作非退化线性替换 X = 化成规 范形： 

>1 H - H _ ^1- yl- 

如果 fi < n , 那么 yi 的系数为0或 一1, 取芦=(0,“_,0，1)',令<*=0»,则€1'八<|=0或一1，矛 
盾。因此 p=n. 

充分性。设; If'AX 的正惯性指数等于 n, 则可以作非退化性替换尤=0丫,化成规范形 

>>! + - K 

任取 o 6 R " 且 a#0, 令 /J=C-'a=(6, ,fe 2 ,-,6.) , .»ij #9^0. 

从而得出 a'Aa=«+6l + 〜+6〖>0。 因此 X'AX 是正定的. 

从定理1立即 得出： 

推论丨 n 元实二次型 X'AX 是正定的 

㈡它的规范形为; y?+;y〗 + …+乂， 

<=>它的标准形中 n 个系数全大于0。 

定义2实对称矩阵 A 称为正定的，如果实二次型 X'AX 是正定的。即对于 R’ 中任 
意非零列向量 a， 有 a'A a >0。 

正定的实对称矩阵简称为正定矩阵。 

从定义2,定理1,推论1立即 得到： 
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定理2 71级实对称矩阵 A 是正定的 
㈡ A 的正惯性指数等于 n ， 

<=> Ac^.1, 

« A 的合同标准形中主对角元全大于0, 

<=> A 的特征值全大于零。 

推论2与正定矩阵合同的实对称矩阵也是正定矩阵。 

推论3与正定二次铟等价的实一次型也是正定的，从而非退化线性替换不改变实二 
次型的正定值， 

推论 4 正定矩阵的行列式大于0。 

证明设 A 是 n 级正定矩阵，则从而存在”级实可逆矩阵 C , 使得 A = C ' JC 。 


因此 


| 八 | = | 0 ^| = |(：|:>0 


定理3实对称矩阵 A 是正定的充分必要条 件是： A 的所有顺序主子式全大于零。 
证明见《高等代数》(第2版，上册 )6. 3节第206 〜 208页。 

推论5实二次型 X ' AX 是正定的充分必要条件为 A 的所有顺序主子式全大于枣。 
定义3 n 元实二次型 X ' AX 称为是半正定（负定，半负定）的，如果对于 R •中任一非 


零列向撤 a ， 都有 

a'Aa ^ 0 (a'Aa < 0,a'Aa ^ 0 ). 

如果 X ' AX 既 不是肀 正定的，又不是半负定的，那么称它是不定的 • 

定义4实对称矩阵 A 称为半正定（负定，半负定，不定）的，如果实二次型 X ' AX 是半 
正定（负定，半负定，不定）的》 

定理 4 ① n 元实二次型 X'AX 是半正定的 
«②它的正惯性指数等于它的秩， 

«③它的规范形是; y ? + y : + … + V (0< r <;«)， 

<=>④它的标准形中 n 个系数全非负 • 

证明①二③。设”元实二次型 X ' AX 是半正定的，它的秩为〜作非退化线性替换 
x = cy , 把 X ' AX 化成规 范形： 

y[ H - 'ry\ — y\*\ ~ — — yU 

假如/ »< r 则规范形中/的系数为 一1 •取 

p = (。，…，0，1，0,…，0>’ 

令 a = cp , 则 a ’ Aa 等于 一 1。矛盾。因此/> =匕从而_ X ' AX 的规范形为; y ? + … + W 。 

③$②显然。 
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②显然。 

④二① 设 X'AX 经过非退化线性替换 X = cy, 化成一个标 准形： d 1： yf + … + 
其中 O 0 ,i = l ,2, …，71,任取 a 6 R ” 且<«关0。4- ^= CT , o =(6 1 ,6 , .-.ftjMiliJ 
a'Aa = + …+ djb \ ^ 0. 

因此 X ' AX 是半正定的。 . 

由定理 4 立即 得到： 

推论6 n 级实对称矩阵 A 是半正定的 
« A 的正惯性指数等于它的秩. 

<=» A =( ' ◦) ,其中 r = rank ( A )， 

㈡ A 的合同标准形中《个系数全非负， 

« A 的特征值全非负。 

定理 S 实对称矩阵 A 是半正定的当且仅当 A 的所有主子式全非负. 

证明必要性设 A 是 n 级半正定矩阵，且 A 关0,则存在 n 级实可逆矩阵 C ， 使得 

A = Cf( lr °)c, 

\0 0/ 


其中 r = ra nk ( A >, 把 C 写成分块矩阵的形式，则 

a=(c,,,c/> (o :)G) =c ’ c " 

其中 C , 是 rXn 行满秩矩阵。 

由于 ran k ( A ) = ; ■，因此 A 的所有大于 r 阶的子式都等于0。下面考虑 A 的任 一 Z 阶主 
子式 (《<>•), 据 4. 3节的命题1得 


A (“，…，个 ㈣ “，…“:） 

“2，•••，*，, \|1 “2，…，I，’ 

= E 。 /( 一 ’… kp’w’) 

= s r Cl r ^'"*^) T ^ o . 

因此 A 的所有主子式全非负，当 A =0 时.显然也对。 

充分性现来证 A 的特征值全 非负。 

| XI -A | = 义 - 一以厂 1 + … + (-i)*w* + … + (-ir I A |, 


其中 6* 等于 A 的所有 A 阶主子式的和，由已知条件.得 
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b , ^ 0 <k = 1，2,…，” 一 li I A I 0. 

假如 IAI - AI 有一个负根 一 c ， 其中 C >0, 则 

0=| (_ c ) j-A |= (- cV - fc ^- c )*" 1 + … + (- l >*6*(- cr * + … + (—1>- I A I 
=(_ lV ( f > +6 l <^ l +〜 + ft l c *-* + -+6『 1 c +| A I ) #0, 

矛盾，因此 A 的特征值全非负，从而 A 是半正定矩阵 B 

定理6实对称矩阵 A 负定的充分必要条 件是： 它的奇数价顺序主子式全小于零，偶 
数阶顺序主子式全大于零。 

证明设 A 是 n 级负定矩阵，则 （一 A ) 是 n 级正定矩阵，且 

于是 n 级实对称矩阵 A 负定 
㈡ 《级实对称矩阵 一 A 正定， 

十 d ) >0 , 卜 1 ， 2 ,…，”， 


<=K 


Ar 2 ，. 

a ( u2 '- 

h ,2,. 


b = l .2* — * n , 


’…，々卜0， 

当 * 为偶数，且 

• ， h, 

当*为奇数，且 


(1) 


定理 7 设二元实值函数 F (: t ，; y > 有一个稳定点即 F ( x ，; y ) 在 （ x ,， y 。） 处 
的—阶偏导数全为零设 F (: r ,； y > 在(: r »,; y 。） 的一个邻域里有3阶连续偏导数。今 

’ FL ( io ， y 。) ^( xo . yo )] 

F ^( x 0 *> o ) F ^( xo . yo ) J 

称》是尸(1，>)在（^:。，>>。）处的何塞（丨丨《55«)矩阵 11 如果《是正定的，那么 F ( jr ， y ) 在（工 0 , 
: y 。〉 处达到极小值；如果 H 是负定的，那么 FUd ) 在处达到极大值。 

证明由于 F ( x ,; y ) 在<々，>)的邻域里有3阶连续偏导数，因此 F ( J ：，： y ) 在 （ x 。，％) 可 
化成泰勒 级数： 

F(j 0 +/i.yo+*) = F(xo ， yo)+UF' ； (jo.yo)+*F ； (xo,3-o)]+ 

-^-[h ! Fj ； (xo ， yo)+2^F^(j ： o ， yo)-hk 2 F^Uo ， yo)J+R 


= f ( j ：。+ + 26 从 + <^)+尺， 


( 2 ) 
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其中 a = Fj (a:。 ， y。） ，6 = FJ (a:。 ， _y 。 ） ，(: = F 二 （j：。 ， y 0 ) • 

R = 各 [A 3 F 二 （z) + 3 h ! kF *( z ) + 3 hk 2 F ' y + k 3 F^ y (z)], 

o 

z = ( x 0 Oh 9 y 0 Ok ) % 0 <C 0 < 1. 

如果 足够小，那么 IKI<+UA 2 +2W^+t^|。 从而 F(xo+A,^„+*)-F(xo,>) 

将与 a/i 2 +26/iA+cA 2 同号。表达式 

/(/id) = o/i 2 +2«iife+ofe: (3) 

是 A,A 的实二次型，它的矩阵就是 H。 如果 H 是正定的，那么对于足够小的 |A|，M|， 且 
(/»,« 关（0,0)，有 

F (. x 0 + h , y 0 + k ) — F(x 0 »yo> >0， 

这表明 F(z,;y) 在 (■«：»>> 处达到极小值。如果 H 是负定的，那么对于足够小的 MU Ml， 且 
关 （0,0) 有 

F(jro + htyo + k ) — F(x 0 • >o ) < 0, 

这表明 F (: c,：y) 在(々，力）处达到极大值。 

定理7可推广到 n 元函数的情 形：设 F (: r,，:^ ，…， J：-) 有一个稳定点<*=(〜，〜，•••， 

а , ), 设 F (: c,, &，…， z,) 在 a 的一个邻域里有3阶连续僱导数•令 

H = O ), 

称 H 是…,_ 1：_)在 a 处的何塞 （Hesse) 矩阵。如果 H 是正定的，那么 F(x, ,x 2 , 
…， •!：„〉在 a 处达到极小值：如果 H 是负定的，那么 F(x, ，: c:， …， ■!：•) 在 a 处达到极大值。 

б. 3.2 典型例题 

例1证明 ：如果 A 是”级正定矩阵，那么 A — 1 也是正定矩阵。 

证明由于 A 是 n 级正定矩阵，因此 Ac：/。 从而存在”级实可逆矩阵 C, 使得 

A = CIC . 

两边取逆矩阵，得 

a -' = c-'ac-'y. 

这表明 K 因此 A M 正定， 

例2设 A 是 n 级实对称矩阵，它的 n 个特征值的绝对值的最大者记作 S ， （A) 。证 
明： 当 t>S f (A ) 时，是正定矩阵 • 

证明设 A 的全部特征值，…, A-。 则 rJ+A 的全部特征值是 t+A^+A 2 , …， 
«+A.. 当 t>S r (A> 时, 
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« + A. ^ t-| A, |> t —S,(A) > O.i = 1, 2.•••,”• 
因此 J + A 是正定矩阵。 

例3判断下列实二次型是否正定？ 

( 1 ) /i (j：i tXz 1 X 3 ) = 4xf + 5x\ + 6 x| + 4xi j ：2 — 4xjXj ; 

(2) / 2 (xi ,x z .x 3 ) = Xi + 2x\ — 3x| + 4 xix 2 + 2x 2 x 3 . 

解 （1)/2(：^ ,〜，： C 3 > 的矩阵是 


因为 



I 4 |= 4>0, 


=16 > 0, I A | = 80 >0, 


所以 A 正定，从而实二次型 /,( x , 正定。 

(2) / 2 (A 的矩阵是 


因为 



1 2 

…=- 2 < 0 , 

2 2 

所以实二次 铟/ 2 (^, 不是正定的。 


例 4 <满足什么条件时，下述实二次型是正定的？ 

/ 2 ( X ! , J 2 , x 3 ) = 2 x , + 2 x | + fctj + 2 x , x t + 4 x , x , — 
解 /(■ ri ， J ： z ，: ir a ) W 矩阵是 


I 2 |= 2> 


2 

05 . 


= 3>0. 



2 

1 2 


0 

一 3 

10 

A 丨 = 

1 

2 -4 

= 

1 

2 

-4 


0 

— 4 t 


0 

一 8 8 + r 


3 t — 56 
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因此当且仅当 t >$ 时, /( A ,: r 2 ,: r 3 > 是正定的。 

例 S 证明： n 元实二次型 / U ,, a , …，^)为正定的必要条件是，它的”个平方项的 
系数全是正的。举例说明这个条件不是 /( x ^ x :， …, X ,)为正定的充分条件。 

证明设/(4,;«: 2 ,...,1)的矩阵为>\.由于这个实二次型正定，因此 A 是”级正定 
矩阵。从而存在 n 级实可逆矩阵 C , 使得々==070 = 0^。于是对于 i € U ，2, …，” }，有 

A(“i)= CCUti) = j]CUtk)C(,k t i-) 

k = l 

= &[c(々“)]*• 

*-l 

由于 c 的第 i 行元索不能全为 0,( 否则 ，| C |=0, 矛盾） ，因此 
A ( i ,«) = ^LC(.k,i->y> 0 ,i = 1,2, 

*-l 

即…, A ) 的 ri 个平方项的系数全是正的。 

设 gixi yx 2 , x 3 )= J ： i +2 xI + 3 x 3-+-4 xiX 2 -f 6 x 2 j ：3 《( A ，《 r 2 ，❼）的矩阵是 

12 0 
B = 2 2 3 
0 3 3 

由于 

2 2 2 卜 - 2< 。， 

因此片不是正 定的。 这说明平方项的系数全为正数不是实二次型正定的充分 
条件。 

例6 级实对称矩阵 A 是正定的充分必要条件 为：有 》级实可逆矩阵 C 使得 

A = C ， C 。 

证明72级实对称矩阵 A 正定 

㈡ Ac=.J, 

«有 n 级实可逆矩阵 C , 使得 AsdCsCTC 。 

例7证明： n 级实对称矩阵 A 是正定的充分必要条件为：有可逆实对称矩阵 C 使 

得八=(： 2 。 

证明必要性设 A 是 ” 级正定矩阵，则 A 的特征值 A ,， A 2 , …，又•全大于0。由于 A 
是实对称矩阵，因此存在”级正交矩阵 T ，使得 
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Ai 0 

A= T l A， T 

A" 0 

0 


l o 

显然 c 足可逆实对称矩阵。 

充分性设 n 级实对称矩阵 A = c 2 , 其中 C 是可逆实对称矩阵。由于 C 是实对称矩阵， 
因此 C 有 n 个特 征值： 押 ，…， /!,,由于 C 可逆，因此 C 的特征值都不等于0,由于 A=C 2 , 
因此 A 的全部特征值是从而 A 的特征值全大于0。因此 A 是正定矩阵 • 

例8 证明： 如果八是《级正定矩阵，那么存在惟一的正定矩阵 C， 使得 A = C 2 „ 

证明存在性例7的必要性证明中， c 的全部特征值是■，… v^T, 它们全大于 
0,因此 C 是正定矩阵.而 A=C\ 

惟一性设还有一个 n 级正定矩阵 C ,, 使得 A = 设 C, 的全部特征值是奶， 仍， 
…,％，则 A 的全部特征值是 t;? ，■«!，•••，汉.又由例7的充分性的证明知道， C 的全部特征 
值是屮，内，…，户•，从而 A 的全部特征值是…，于是适当调换巧，扔，…，％的下 
标可以使/由于 ， v, 都大于0,因此綷=奶，1‘=1，2〆”，”， 

由于（：和 C, 都是 n 级实对称矩阵，因此存在 n 级正交矩阵 T.T, •使得 
C= 7^'diag</ii ,/ii >T. 

Ci = 7^diag{wi ， t>2 , …， 

由于 C 2 =A = C? ，且綷 =奶，1'=1，2, …， ”， 因此 

7^*diag{^i，"!，•.. ,fil > T = Tr'diag<^f ,ft\ ，— .^>T, 

两边左乘 T \, 右乘: T 1 , 得 • 




( 1 ) 


( 2 ) 


0 

v^T 


A. 




o - IT . 


= c \ 


其中 


C= T- 


7a 7 o 

v/ST 



(3) 


T \ T 1 diag</4，/4 ，…， Y } = diag{/^5 > T , T _, . 

记比较 （3) 式两边的 （ D) 元，得 

= f ^ 1 ，, (4) 

若〜关0,则从（ 4 >式得，内 2 =〆。由于妁，於都是正数，因此妁=灼。从而有 

= ^ •/ • (5) 

若~==0,则显然 （5) 式也成立。由于（5>式对都成立，因此 

T \ T 'diag<^i| —,/ i .) — diag{^, , fi t ,'•• ,/ x ,) T , T ~'. (6) 

从而 THdiagb, ，户 2 ，…，户,}了 = T/diagh ,；«，…， pJT, 

即 C=C,。 这就证明了惟一性， 

点评： 

在正实数集 R ‘中，对于任一正数 a •都存在惟一的正数使得 <2 = c 2 。（ C 就是 a 的算 
术平方根）。例8讲 的是： 在 n 级正定矩阵组成的集合中，对于任一正定矩阵 A, 存在惟一 
的正定矩阵 C, 使得 A = C*。 这两者之间很相似。 

在例8的惟一性证明中，为了证明 C=C, ，一种思路是去证 T=T, ，这种思路是不正确 
的。因为对于实对称矩阵 C, 可以找到不同的正交矩阵，使得 C 正交相似于对角矩阵 
diag{^, 所以即使7•关 T,, 也有可能使得厂丨出叫丨内，#，…，户， ITsr 、 

出叫彳~，埤，"‘,；0了|,从闹有0=0：,,证明 C=C, 的正确思路是去证 （6) 式成立。 

例 9 证明： 实对称矩阵 A 是正定的充分必要条件为 A 的所有主子式都大于枣。 

证明充分性是显然的，下面来证必要性。 

设八是”级实对称矩阵，则有实可逆矩阵 C 使得為=0^。从而 A 的任一; n 阶主子 
式 （l<w<n) 为 

，… ，卞 c ，十“ 

“ 2 ，•••“•’ 、*1 “ 

= 2 cr 1 “ 2 ，…“"&「，％，•••，〜） 

，v 2 ，•••，！；《*/ Vt'i *i 2 *•••*«- f 

=e r c ( wi>vj -- ： u -)T. 

由于 C 可逆，因此 C 的第 ，,，《:，•••，《„ 列组成的子矩阵 C, 是 nXm 列满秩矩阵。从而 C, 
有一个 m 阶子式不等于0,设 



而 


•::: 卜. 
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因此 




例10 证明： 如果 A 是 n 级正定矩阵， B 是 n 级实对称矩阵，则存在一个 n 级实可逆 
矩阵 C , 使得 C'AC 与 C ' BC 都是对角矩阵。 

证明由于 A 是 n 级正定 矩阵。 因此从而存在 n 级实可逆矩阵 C : ，使 

得 C/AC = /。 

由于，因此, C ,' BC , 是”级实对称矩阵。于是存在”级正 
交矩了，使得 

r^'BC^T^ r l (C,'BC l )T= diagf^,,^, 

令 C = C , T , 则 C 是实可逆矩阵，且使得 

C'AC= (.^TYMCrT) = r(C/AC,)T= VlT = I, 

CBC = rCC / BC^T = diagi ^, 

例 11 证明： 如果 A 与 B 都是 n 级正定矩阵，那么 AB 是正定矩阵的充分必要条件是 
AB = BA 。 

证明必要性由于 A 与 B 都是”级对称矩阵，因此若 AB 是对称矩阵，则 AB = BA 。 
充分性设 A 与 B 都是 n 级正定矩阵，且 AB = B / U 据本章 6.1 节的例15得，存在 
—个 n 级正交矩阵 r ， 使得 

T 7 AT = diagU " A : ，…， A .} ， 

T'BT = diag{pi ，叫， . •.，#■}， 

其中 A ,, A 2 ,...， A , 是 A 的全部特征值■是 B 的全部特征值.由于 A 与 B 都是 
正 定矩阵，因此 1>0 ，内 >0 ， £=1 ， 2, …，” ，从而 A ■灼 >0 ， i=l ， 2, …，” ，由于 
Y(AB)T = YATT'BT = diag { Ai/n 山内，…， A #]! 

因此 AB = diag{Ai/<i tXzfiz »••• 

从而 AB 是正定矩阵。 

例 12 证明： 如果 A 是”级正定矩阵， 3是” 级半正定矩阵，那么 A + B 是正定 
矩阵。 

证明任取 aeR •且 a 关0,有 

a'(,A - 1 - B)a = a Aa + a'Ba > 0. 


因此 A + B 是正定矩阵。 
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是半正定的。 


/(:, , x 2 ,— fx m ) = ” 2 工卜 （ 2 工 ‘) 2 

1=1 1=1 


证法一 f ( xi ，: r 2 ，…， a ) 的矩阵是 



叫： ••： =«/—/• 



由于 J 的全部特征值是 n,0(n— 1 重） ，因此 A 的全部特征值是 0， n (n— 1 重） ，它们全非 


负，从而 A 是半正 定的： 于是/( X , , x :, …, j :«> 是半正 定的。 

证法二令 or = ( j：i ， jt 2 ， …据 Cauchy-Bunyakovsky 不 等式得 ，对任 意实数 Ji ， 
•rz … ，工”有 

I a I * I 1. I 2 ^( a , lj 2 . 


因此 

i - 1 •-! 

从而， /(J^，x 2 ，…， j：,) 是半正定的。 

例 14 证明： 实对称矩阵 A 半正定:的充分必要条 件为： 有实对称矩阵 C 使得 A ^ C 2 。 
证明必要性设 A 是 ri 级半正定矩阵，则存在 n 级正交矩阵 T , 使得 
A = T " l diagUi ，又 2 ,…， AJT ， 

其中 A:，A 2 ，•••,*，是 A 的全部特征值，它们全非负。于是有 


其中 


A = T^ 1 

n/a7 

>/^r 

0 

TT l 

VaT 

0 


. V 

y/^n * 


V 

v^T> 


= C 2 , 


C = T 


>/a 7 o 

VaT 

v V 5 T 


r. 
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显然 C 是实对称矩阵 。 

充分性设 n 级实对称矩阵 A = C Z , 其中 C 是实对称 矩阵： 从而 C 有 n 个特征值#,， 
灼，…,/^■，由于 A = C : , 因此 A 的全部特征值是…,从而 A 是半正定矩阵。 

例 1 S 证明： 如果 A 是级正定矩阵.谷是《级半正定矩阵且 J 3#0, 那么 

I A + B |> max {| A |, | B |) (7) 

证明据例10的证明过程可知，存在一个 n 级实可逆矩阵 C , 使得 
C'AC = /» C^BC — diagh ，户2，…，卜 > = D 

由于 B 半正定，因此 户.>0，1_=1,2, …， ；1。 由于 B 关 0, 因此 川，灼 ，…， 屮 不全为 0, 

\A + B \ = \(. C )-' IC -'+(. C)-'DC 1 | = l ( C , )-'(/+ D ) C - , | 

= |( C , )-'|| C - , ||/+ D | 

= lc - , i 2 u +/ i .)( i +^)- u +/ x .). 

| A | =|( C , ) , / C - 1 | = IC -'| , . 

| B | =|( C , ) 'DC …户 

由于 （1+ 闪 ）（ l + p ) …（1+〜>〉1， 

(1 +^1 )(1 +/^)."(1 + H，) > ftl/X2 J 
因此 丨 A + B |>| A i , I A + B |>| U |. 

例 16 设 

M = 

是 n 级正定矩阵，其中/ \ 是「级矩阵 （ r <» i )。 证明： A , D , D _ fi'A 都是正定矩阵 • 
证明由于 M 正定，因此 M 的所有主子式全大于0。而 A 的各阶順序主子式是 M 的 
1,2, …， 「阶_序主子式，因此 A 正定。 D 的所有颐序主子式都是 M 的主子式，因此 D 
正定。 

iA B \ (2) + (- b'a ■) ①「 B \ _ (A 0 \ 

Ifi- D/ " \0 D-B'A 'Bl ② + ① .(-A 'B)' \o D-B'A-'Bl' 


(b A o) 


于是 


- B'A 


« T)=( 


0 、 
D-B'A-'BI 


( 8 ) 




(b oHC 

从而上式右边的矩阵也是正定矩阵 • 于是据刚才证得的结论得， D - B'A 是正定矩阵。 





例 17 设 


=(； o ) 


是 ” 级正定矩阵 . 其中 A 是 r 级矩阵。证明 

I M|<| A II D |, 

并且等号成立当且仅当 B = 0 。 

证明从例 16 的证明过程的 （ 8 ) 式得 


I M | = 


B _ A 
D ~ 0 D- 


=| A 11 D-B'A 'B I. 


\B' Dr jo D-B'A 'B\ ，… ， '• 

— 由例 16 的结论知道 .A,D,H 都是正定矩阵，从而 A 1 也是正定矩 

阵，于是对任意且 ct 关 0 ,有 

a'(,B'A l B)a = (.Ba)'A-'(.Ba) ^ 0. 

因此 B'A 半正定，据例 15 的结论，得 

| D | = | H + B'A-'B |^| H I ， 

等号成立当且仅当 = 即 8 = 0( 假如 B 关 0. 则 B 有一个列向 ft/», 矣 0 于是 
(B'A = eliB'A-'B-fe, = (,Be,)'A^ (Be,) = fi ； A^'p, > 0, 

这与矛盾。因此 B = 0 。 故 

\M\^\A\\D\, 

等号成立当且仅当 B = 0. 

例 18 证明：如果 A=(a v > 是 n 级正定矩阵.那么 

| A |< a„a 22 —a«. (10) 

证明对正定矩阵的级数 / • 作数 学归纳法。 
n = l 时 ， | (a) 丨 =fl ， 命题为真 . 

假设对于 ” 一 1 级正定矩阵命題为真，现在来看 ” 级正 定矩阵 A = (\> ，把 A 写成分块 
矩阵 形式： 


_ a 

= / • 

a a m 


据例 17 的结论，得 

I A |<| An U 擊 

据例 16 的结论得，成正定。于是由归纳假设，得 

| flu 1 

据例 5 的结论得，全为正数。 
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因此 I A |< a u a Z 2 — a , f - l . n - X a m 

由数学归纳法原理，对一切正整数〃，命題为真。 

例19证明 ：如果 0=((^)*/! 级实可逆矩阵，那么 

I c | 2 < 行 (cL + ci> + …+ 4 ) 

证明令 A = C'C', 则 A 正定。 

A(«)i) = CCUiO = ^CUtkiCi.kti) = ^J[C(*"-)]: 

*-] *-1 

据例18的结论，得 

| C|: =1 C，C | = | A |< XlA(«,.) = ]i(«i + < ri, + … +d). 

<-1 i-1 

习题 6.3 

1. 证明： 如果 A,B 都是 n 级正定矩阵，那么 A+B 也是正定矩阵。 

2. 证明，如果 A 是 n 级正定矩阵，那么 A 的伴随矩阵 A •也是正定矩阵。 

3. 证明： 正定矩阵的迹大于零。 

4. 判断下列实二次型是否 止定： 

(1) fix , .xj)=5xi+6o：i+4xj —4xix 8 —4 x 2 Xj •, 

(2) /(i, ,x 2 ,x 3 ) = 10x5+8j ： iX2 + 24j ： |X3+2j：i —28a ： ii3 + X3; 

(3) /(xi ，： 2 ，J3) = 3:t5+4;r! + 5a:!+4j：i：r : — 4;c 2 ij. 

5. t 满足什么条件时，下列实二次铟是正定的？ 

(1) f(,X\ ,Xi .x 3 ) = JT? + J：i + 5arJ + 2«X|Xi — 2a：i x s + 4x 2 Xj ! 

(2) f <, x x ,x 2 , jt 3 ) = jr? + 4xf + 2+ 2ia：i j : 2 + 2 j , x 3 . 

6. 判断 7 + 7 是否是正定矩阵，其中 J 是元素全为1的”级 矩阵。 

7. 证明： 实对称矩阵 A 正定的充分必要条 件是： 有实上三角矩阵 B 并且 B 的主对角 
元全大于零，使得 A = 

8. 证明： ”级实对称矩阵 A 正定的充分必要条件是.有 mXn 列满秩实矩阵 P， 使得 
A = P ' P . 

9 . 证明： n 级实对称矩阵 A 半正定的充分必要条件是，有 rXn 行满秩实矩阵 Q， 使得 
A = Q'Ch 
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10. 证明： 如果 A 是 n 级半正定矩阵，那么存在惟一的 n 级半正定矩阵 C , 使 
得 A = C 2 。 

11. 求 F ( x ，; y > = 6: ry — j: 2 —y 的极值。 

12. 某厂生产两种产品，价格分别为 P ,=4, P ,=8, 产徵 分别为 Q ,， Q 2 .成本函数为 
C ( Q ,, Q 2 )=0?+2(3,(^ +3(^ + 2。 问： 该厂应如何安排生产，才能使所得利润最大？ 

补充題六 

1. 证明极分解 定理： 对于任一实可逆矩阵 A ，一 定存在一个正交矩阵了和两个正定矩 
阵 S ,, S 2 , 使得 

A = TSi = S 2 T ， 

并且这两种分解的每一种都是惟一的. 

证明设 A 是” 级实可逆矩阵，则 A ' A 是正定矩阵。据本章 6. 3节的例8得，存在正 
定矩阵 S ,, 使得 

A'A — S *. 

从而 AsCA ')— 1 贫。记由于 

TT ' = HA ') = ( A ，）' S . S / A -' = ( AfSM — 1 

= ( A ' V ' A ' AA -' = I , 

因此了是正交 矩阵。 从.上述 A 的表示式得， AsTS ,。 

令5 2 = 丁5,7^,则从而 S 2 也是正定矩阵，且 

下面证惟一性。设，其中了,亍都是正交矩阵， S ,,§, 都是正定矩阵。则 
A'A = ( TS , y ( TS ,) = S ,' T ' TS l = Si , 

A'A = ( TS , y ( fS ,) = Sf . 

据本章 6. 3 节的例 8 的惟一性得， S , =§, • 

类似地可证 A = S 2 T 的分解也是惟 一的。 

2. 证明： 对于任 一《 级实可逆矩阵都存在正交矩阵 T ，和 T 2 ，使得 

A ^ TidiagUi 山，… » A .} T Z , 

并且是 A ' A 的全部特征值，且 AiXKiSUr "，”。 

证明据第1题的结论得，存在《级正交矩阵了和正定矩阵 S ， 使得 A = TS 。 对于正 
定矩阵 S , 存在正交矩阵 T z ，使得 

S = Tj ' diagUi ， A Z . …， A .} T ” 
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其中 A, ,A 2 ，…， A. 是 S 的全部特征值 ,A..>0W=1,2, …，”。 于是 
A = TTVdiagU, ， A 2 , … ， Adi ， 

令 ^eTIV 1 ， 则了，是正交矩阵.且使得 

A = T, diag{Ai ， A z ， - ， A.>T 2 。 

由于 A'A = (TSV(TS>=S'T'TS=S'S=S*，SMA’A 的全部特征值是 A?，Ai ， …， t 
3. 证明： 几何空间中任一仿射变换可以分解成一些正交变换与沿着三个互相垂直的 
方向的压缩的乘积. 

证明在空间直角坐标系中，设 A 是仿射变换I•的公式中的系数矩阵。它是 3 级实可 
逆矩阵。据第2题的结论，存在 3 级正交矩阵: r,，：r 2 ，使得 



A, 

0 

0 





A = T X \ 

0 

A, 

0 

T z 





0 

0 

又 3 






A, 

0 

0 

1 

0 0 

1 0 

0 

=Ti 

0 

1 

0 

0 

A z 0 

0 1 

0 


0 

0 

1 

0 

0 1 

0 0 

As 


由 TA, ,A ： .A 3 全大 fo, 因此上式中间的三个对角矩阵分别代表沿着： t 轴、; y 轴、 Z 轴方向 
的压缩。从而仿射变换 r 可以分解成一 些正夂 变换与沿着三个互相垂直的方向的压缩的 
乘积。 

4. E 明：如采数域 K 上 n 级对称矩阵 A 的顺序主子式全 不为零 ，那么存在 K 上主对 
角元全为1的上三角矩阵 B 与主对角元全不为零的对角矩阵 D , 使得并且 A 
的这种分解式是惟 一的。 

证明存在性对于对称矩阵的 级数” 作数学归纳法 
n =\ 时， （a) = (l/(a)(l), 由已知条件 a 关 O, 因此命题 为真。 

假设对于》— 1级对称矩阵命题为真。现在来看”级对称矩阵 A = 的情形。把 A 

写成分块矩阵的形式： 


由于 A 的顺序主子式全不为0,因此 A,-, 的顺序主子式也全不为0。对々”-，用归纳假 
设，存在主对角元全为1的1级上三角矩阵氏和主对角元全不为0的对角矩阵 D, ， 
使得 


由于 
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因此 


由于 


—a A „ 



a 

, ② + ( — 《 MA> •① 

An -\ a 

/ 

a 

a 熟‘ 


0 a . — a'A 二 a 



_ 卜 1 

0 



②十①（一先山《) [ 0 

a m — aA ^ a ] 

0 

( A r 

| o | (1„-1 — 


卜 0 

1 

a ' 

a 」 1 0 1 

i 

l 0 a m -a 

( 

- A . 

W — a ' M :」,)， 

= — 

- a ' AJ , ，因此 



v 0 

：) 

， 


( 1 ) 


其中6 = ‘一由（1>式还对得到 

I A | = | | 6. 

由于 | A | 关0,因此/;关0。令 


B 


/fii 0\ i 

-( o i) 


0 


则 B 是主对角元全为1的 n 级上三角矩阵，且使得 


A = 


、一 aA~^x 


一 a ’ A ， 


0 

>D X 0 


r : :) r 。 

' iB , 0\ 

)bl 

C :)，C :)(::)( 


_ A ^ l t a 


A~\a 


0\ 1^ 

-A. l ,a 

bl 0 

1 




B f 


: >• 


令 


(D\ 0\ 

D =(o J - 


则 D 是主对角元全不为 0 的 fi 级对角矩阵，且 A = B ' DB 。 

惟一性设还有主对角元全为1的；1级上三角矩阵 C 与主对角元全不为0的对角矩 
阵 H , 使得八= 0^(：,则 B ' DB - CTHC ：。 此式两边左乘 ( C ^ — 1 , 右乘 S 1 , 得 

(.Cr'B'D = HCB~'. 


(2) 
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(2>式左边是下三角矩阵，右边是上三角矩阵，因此（2>式左右两边都是对角矩阵。由于 H 是 
可逆的对角矩阵，从而 CB— 是对角矩阵。由于 C,B 都是主对角元全为1的上三角矩阵，因此 
CB— 1 的主对角元都是1。从而 CB ^二丨。于是 C=B。 从反08 = 07/(：推出0=只。 

5. 设 A 是数域 K 上 n 级对称矩阵， 证明： 如果 B 是 K 上主对角元全为 1 的”级上三 
角矩阵，那么 B'AB 与 A 的 Jfe 阶顺序主子式相等>=1，2,…, r»。 

证明 EG=B'AB。 把 G 写成分块矩阵形式： 

其中 G, 是 A 级矩阵， A = l，2, …， n-l. 

(/..0)G(^)=(J 4 .0)|^ ^]( o )=G». (3) 

分别把 A,B 写成分块矩阵的形式： 

A. F,| R _ M,1 
A= F； F t ' B= l0 mJ * 

其中都是 A 级 矩阵。 

(，” 義 b (:*)= K *) I —:*) 

= (b “ 。) A f ； 1C)= bm * b *- (4) 

由于 G=B'AB, 因此从 （3) 式和 （4> 式得 

G» = B ： A t B t . (5) 

由于 B, 的是主对角元全为 1 的 A 级上三角矩阵，因此1艮|=1，在 （5) 式两边取行列式得 
I G, I = I B； I I A, | | B, | = I A, | , ⑹ 

其中各= 1,2,…， n-1. 显然 |GI = |B'I |A||B| = IAL 因此 fi'AB 与 A 的务阶顺序主子 
式相等4 = 1，2,…，71。 

6. 设 A 是数域 K 上 n 级对称矩阵， A 的畈序主子式全不为零。证明：在第4题中的 
对角矩阵 D=diag{^i fd 2 *••• ，尤}的主对角兀为 

t/, =| A, | ,d k = * = 2,3, … ， (7) 

其中 1A»| 是 A 的 * 阶赖序主子式， *=1 ， 2, 

证明由第4题知道 ，A = B'DB, 其中 B 是主对角元全为1的上三角矩阵，据第 5 题 
的结论得 
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I A t | = ! D t | = …， k = 1,2,— , n . 

因此忒=1 A , |，且当 A = 2,3,…， n 时，有 


7. 设4是《级实对称矩阵，证 明： 如果 A 的顺序主子式全不为0,那么 A 的正惯性指 
数等于数列 

1， | A , I ， | A 2 | ，…，丨 A — |, | A | (8) 

中的保号数，而 A 的负惯性指数等于这个数列的变号数，其中 IA , 丨是 A 的々阶顺序主子 


式，灰=1，2,…， n— 1。 

证明： 由第4题知道，存在主对角元全为1的 n 级上三角实矩阵 B, 使得 A = B'DB， 
其中 D=diag{</| ，(^ ，…， <f，} ，据第6题得 

di = | i A* ( 7 ， k = 1 ,2,3, — ,n. 

I A * — 1 I 

其中 |A,1 是 A 的 ife 阶顺序主子式， /fe=l，2, …， n，|A c | = l» 

由于 A==D. 因此 A 的正惯性指数等于 D 的主对角线上正数的个数 • 而 A 为正数当 
且仅当 |A ,| 与同号。因此 A 的正惯性指数等于数列（8> 中的保号数。从而 A 的负 
惯性指数等于数列 （8) 中的变号数。 


点评： 

第7题告诉我们，对于 n 级实对称矩阵，如果它的顺序主子式全不为0,那么计算它的 

顺序主子式就可求出它的正、负惯性指数。 

8. 证明： 如果 A 是》级正定矩阵.那么对于 i ?" 中任一非零列向馕 a , 都有 

A a 

, < 0 . 

a 0 


证明 

IA a \ ② + ( -① fA a 
i a r 0 / ' 0 - aA~ ] o 

_^ /A ❶ 、 

② + ① (- 八 -:“ 广 （o —aA~ l a f 


于是 


K 0| /A a \ K 
- aA x lj'a 0^ 0 
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两边取行列式，得 



由于 A 正定，因此 A ' 也正定，从而对于任意且 a#0, 有 a'A—iX), 又有 |A|>0, 因此 


j^, o =1 A I (-aA-'o) <0. 

9. 证明： 如果 泌=(\)是 // 级正定矩阵 ，6,,*2,•••,&. 是任意《个非零实数，那么 
C=(a,>6 九）是正定矩阵。 

证明 


b , 0 

b , 

' 

A 

b x 

bi 

0 



0 b . 


0 

bn 


由于6, ，乂 都是非 零实数 •因此 C=A. 从 A 正定可知 C 也正定。 

10. 证明： 如果 n 级矩阵都是正定的，那么矩阵 C=( a „~> 也是正 


定的。 

证明任给 <reR ， 且 at 关 0, 想证 a'C a >0, 设 <*=(<•,〆* ， •••〆■)'. 

由于 B 正定，因此存在《级正交矩阵了 = (~)，使得 

B = T' diag(//i .^2 «••• <n ， )T, 

其中的， ••• ，〜是 B 的全部特征值，它们全大于 0• 设 T 的列向 S 组是 
”■•则 

b „ = e : Be ,= e ! T ' d \ ag { fj , ,/n * ••- ,/ u ) T* y 
=»iMiag{//i ， 内 ，…， #•}»!/ 



从而 

n — 

C = (a,>6v)= ( a ,, y^jMkthtkj )= 2 ( a v7^““>) 
*-i *=i 


= 2 C " 
*-i 


其中 C* = ) 。于是 
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令 

则 


a'Ca= 2 a ’ c » a = 2 2 

*-1 *-1 i-1 >-1 

* = i •— 1 >*1 

s k = Ukici 9 tuctt^tti m c m y 


aCa = (6/A6»). 

*-i 

假如对于 4 = 1,2, …， n , 都有&=0,则 



h\c x 

tliC 2 

… t u c H 


Cl o 

0 = 

hi Ci 

tllCz 

… t Zm c m 

=T 

Ct 


t„\ C\ 

t^Cz 

: 


0 - c. 


由于 T 可逆，因此 C ,= c ? 
6-^0。由于 A 正定，因此 

从而 


=r ••• = 


c , = 0,即 <1 = 0矛盾。于是存在 m € U ，2, 使得 


6 ： AS m > 0, > 0 ,当々关 m 

aCa = >0. 


因此 C 正定。 

11. 设 A 是元素为0或1的 nXm 矩阵，且 

In A A 


AA r = 


厂 2 A 


A A A 

其中 n>A>0 ， i=l ， 2r" ， ” 。 证明： n<i7t 。 

证明 



r, — A 0 0 ••• 

0 

AA r = 

0 r 2 — A 0 … 

••• ••• ••• ••• 

0 


0 0 0 … 

r m — A 


+ Aj. 
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由于6—义>0，/ = 1，2，〜，72，因此上式右端的第1项是正定矩阵。由于 A〉0, 因此 AJ 是半 
正定矩阵。从而 AA' 是正定矩阵。因此 IAA'1 关0。于是 r ank(AA) = ;i。 从而 
rank(A) = ri。 由此推出 

12. 设 A 是 r* 级可逆实对称矩阵，证明： A 是正定矩阵当且仅当对一切 n 级正定矩阵 
fi, 有 /KAB)>0。 

证明必要性设 A 是 n 级正定矩阵，任取一个 n 级正定矩阵 B, 据本章 6. 3节的例6 
得，存在一个》级可逆矩阵 C, 使得8=0^。于是 

er ( AB ) = tr ( AC ' C ) = tr ( CAC ') 

由于 A 正定，因此 CAC ' 也正定。据本章习题 6. 3的第3题得，^((^0>0。从 
jf5/r(AB)>0. 

充分性由于 A 是”级实对称矩阵，因此存在”级正交矩阵: T, 使得 
A = T _1 diagUi tAt *••• *A.}T, 

其中 Ai,A:, …， A, 是 A 的全部特征值 • 由于 A 可逆，因此 A •关 0，i=l，2 •…， n。 下面来证 A,> 
0,i=l，2, …，;I,令 

D(.t) = T -, diag{f ， ." ， r，1 — 

• i 个 

其中^ >0, 则 fiU) 正定 • 据已知条件，得 

0< tr ( AB ( t )) = frWT^diagU ， …， …， f}T]) 

=fr([T _, diag<Ai ，…， U][*T — diag{f， …山 1 山…， 丈}了]) 

=/r(diagUif ， … *A, ，义糾 “… ) 

=A, +^2 A /- 

令 *-*•()， 得 

A. >0. 

由于 A <9 £0, 因此 A.+ >0。 由于纟=1,2,...，”，因此々的特征值全大于0,从而 A 正定。 

13. 设正整数 仏々, A , 满足： 

v > k > X > 0 ,n = k — X , Xv = k 1 — n . 

设 M 是元素为 0 或 1 的 v 级矩阵，且 iW 的每一行恰有 * 个元素是 1，M 的每两行的内积为 
A, 令 H=MM'。 证明： 

(1) H = n〖+Aj， 其中 f 是 v 级单位矩阵, J 是元素全为1的 u 级矩阵> 

(2) 在有理数域上， 

(3) 在有理数域上 


H A1.1 (/ « 

Al ； A ] [0 X~X 2 l ： H-'U 
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(4) 在有理数域上 


(5) 在有理数域上 


证明 （1) 


A 1 

- Alv A 


l nl 

VO xr 

r 1 %(")• 

'o A / Vo nA / 


H = 


k A 
A k 


=(ife — A )/ + AJ = nJ + Aj . 


A ••• k 

(2) 据补充题四的第 12 题（或宜接 计箅〉 ，得 

| MM ’ |= (^- A)^'[ife + A ( v -1)] >0. 

从而 IM 1 关0。于是 M 可逆。从得出，在有理数域上， H 二7。 

(3) 

H A 1.1 
Al : A 


于是 

其中从而在有理数域上 

H A 1 


© + ( — AI:H …① | 

H Xl v 

1 

0 A-AljH'Ulv 


(« 0 1 

② + ① ( 一 H-U1.) 

[o x-x z i ： H-'uy 

01 H A1J |/. 

1 ) Iai ； A ] 10 

: 


二 ' A ;lO 


由于 


0 


r „' ：)(： Dr ; :) , =( 

因此在有理数域上 

( H °). 

\0 bl Vo bl 

由合同关系的传递性得，在有理数域上 


Hi :)， 
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(4) 


于是 


«/ +AJ A1,.] ①十 (一 1 ,) •② / nl 0\_ /nl 

.Al: A Ul ； A / Q + Oc-U)" I o 


11 — l v \ (n/ -|- Aj Alt ] / I 0\ /nl 0\ 
*0 1 '[ Al ： X )(-1 ： l) = \0 A/ 

因此在有理数域上 



[nl +AJ Al v 
l Al ： A 

(5) 由第 （3)、（4) 小题得，在有理数域上 





由于 = ，因此 = 从而 

= (M l l v Y(M- l l v ) = Ck- } l v y(.k^ l l v ) =* k— z v 


因此 


= A-A 2 r 2 i; = A[l- r*a 2 - n>] = Xk^n. 


又有 


(: :rc ax ：)=c ：) 


因此在有理数域上 


nl 0 


I 0 




习題答案与提示 


第1章线性方程组 


习理 1.1 


1. (1) (2,-1,1). (2) (1,-2,3), (3) (2,-1,1,-3), 

(4) (5,-2,1)； (5) (-8, 3, 6,0). 

2. ⑴给為乂…分别投资 | ■，音, 7 . 5 千元. 


(2) 相应的线性方程组的解是(一5,10,5>,单位为千元。这表明投给八的钱为一5千 
元，这与实际问题不相符.因此投给 A , 的钱不能等于投给 A , 与 A 2 的钱 
的和。 

3. (1) 有无穷多个解，一般解是 

J Xi = x s — — 3, 

1 x 2 = x ,+ x t — A , 

其中是自由未知量； 

(2) 无解 i 


(3) 有无穷多个解，一般解是 


其中是自由未知量。 




习题 1.2 


1. 原线性方程组有解当且仅当《 = — 1,此时它的一般解是 
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其中 X 3 是自由未知量。 

2. 原线性方程组无解当且仅当 a = 


当 #_•! 时，原线性方程组有惟一解。 


3. (1) 原线性方程组有惟一解： ( 


(2) 把第3个方程改成1_4>=3,则新方程组无(这个小题的答案不惟一。） 

4. 原线性方程组有解当且仅当《=_2。此时,它的一般解为 

Xi =一 3x 3 — 2 ， 

- x 2 = 2 xj-f 5， 

Xi = 一 10 ， 

其中而 是自由未知量。 

5. 原线性方程组有解当且仅当 c =0 且 d = 2。 此时它的一般解为 

(xi = 13 + 5x 5 — 2* 

Ixj =—2x 3 — 2x 4 —6x s -i-3, 

其中 x 3 ， o ： s 是自由未知最。 

6. 不存在二次函数，其图像经过点 P 、 Q 、 M 、 N 。 

7. (1) 有非零解。它的一般解是 

1 

2 


其中 A 是自由未知量； 
(2) 有非零解，它的一般解是 


•r 3 =- ■ 


55 

= 4l X ^ 


其中 A 是自由未知量。 

8. 总利润的最大值为 1.85 千元，此时投给 A ,， A 2 ， A 3 的钱分别为0,5,5(千元）； M 小 
值为 1.7 千元，此时投给的钱分别为5,0, 5( 千元）。 
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• 习题 1.3 

1. 类似于例1的证法。 

2. 按照数域的定义验证。 

第2章行列式 


习題 2.1 


1. (1) 6 ，偶, （2) 11 ，奇， （3) 15,奇, <4)21，奇； 

(5) 28 ，偶； （6)36,偶； （7)0 ，偶！ （8) 15,奇； （9) 18,偶。 

2. (1) (2) n-1. 

3. 依次是 (6,2),(5,2),(3,2),(2,1). (答案不惟一,但必定是偶数次。） 

4. (1) 位于第 A 个位 霣的数 1只跟它前面的 k ~ l 个数构成逆序跟它后面的数都构成 

顺序，因此数1作成的逆序有4一 1个. 

(2) 位于第 A 个位置的数；!跟前面的々一1个数都构成顺序，只跟这后面的 n —走个 
数构成逆序。因此数 n 作成的逆序有 ”一4个* 

5. (1) 11. (2) 0, (3)0. 

6. 方程组的系数行列式为 

2 — 3 

= 8 -(-15) = 23^0, 

5 4 

因此这个二元一次方程组有惟 一解。 这个解是 
7 -3 

6 4 _ 46 — 0 

X, = 23 = 23 - 2, 



即（2，一1) 0 


1 . ( 1 ) 


习题 2.2 
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( 2 ) ( — 1 ) 5 aia 2 ^'a m -ia„ 5 

(3) (- l) rt432,5, l • 2 . 3 • 4 . 5=120。 

2. (1) -49； (2) 103； (3) ana I 2 a isi (4) c ( a ,6 2 - a 2 6,). 

3. 0 

4. n 阶行列式的反对角线上 n 个元素的乘积这一项所带的符号为 

(-1〉一 1 >."川=(-1〉中. 

于是当 = 或 Ak + l 时，这 一项带 正号；当 n = Ak + 2 或 4 <fe + 3 时，这一项带 

负号。 

5. 这个行列式是 > r 的4次多项式,: r * 项的系数为 5, x 3 项的系数为一夂 

6. | A | 的完全展开式中每一项或者等于1，或者等于一设有《项等于1,则有 
( n ! — W 项等于一 1. 从而 

I A | = ife +• (― l )( n ! — = 2々一 w ! 

由于/1>2,因此 M 是偶数。从 rtBIAI 是偶数 

习題 2.3 

1. (1) 8, (2) 4-|« (3) 155, (4) 160. 

2. (1) [ a +( n - l )]( a - l )--'» ( 2 > (-W ( 公…一 6). 

1-1 

3. (1) 、(2)都参看本节典型例题中例3的证法。 

4. (1) 把第2列的 （一 6 2 )倍加到第1列上，把第3列的（一6 3 >倍加到第1列上 ，… ，把 

第 ”列的 （一 6 J 倍加到第1例上，则变成上三角形列式，从而容易得出原行列 
式的值等于❼一❼匕一 fl 3 6 3 — …一 

(2) 当时,类似于 《高等 代数》(第2版，上册 K 丘维声编著>第2章 2. 3节的例 
3的解法 t 得行列式的值为0,当 ” = 2时，为(化_〜>«> 2 _6,);当 ” =1 时，为 

ai + 6 ,。 


1. (1) -726 ； 


习题 2.4 
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(2) 

10 —4 13—3 

0 10 0 

13 2 —3 7 

•5—3 10 0 

一 10 13 -3 一 10 —7 — 3 

=1 - ( - 1)2+2 13 * 3 7 -oTwrr 13 23 7 

-5 10 0 -5 0 0 

一 7 一 3 

= (-5) •(— 1) 3+, = (-5) • (-49 + 69) =- 100» 

23 7 

(3) ( A -1) 2 ( A -10 )i (4) ( A - l )( A -3) ! . 

2. (- l )-'( n - l )! ($>•)• (提示< 先把第2,3,…， n 列都加到第1列上，然后按 

.-I 

第丨列展 开。） 

3 . n <«.-«>). (提 示： 利用行列式的性质1,转化为范德蒙行列式。） 

4. = \ 2 a \ = 2 a t 

_ 2a =4ci 2 —a 2 =3a 2 ; 

1 la 

a 2 0 0 ••• 0 0 0 

1 2 a a 1 ••• 0 0 0 

D n =2 aD „-,4 -l • (-1 ) 2+I : : 

0 0 0 — 1 2 a a 2 

0 0 0 — 0 1 2a 

= 2 aD B -i — a z D m ~ 2 * (”>3〉， 

于是 D n — aD„-i = a ( D,_i — aD „- 2 ) ( n >3)» 

从而 D n - aD n - l ==( D 2 - aD l ) a m ~ 2 = a m ( rt ^ 3 ). 

因此有 D „ ~ aD H - x = a n , 

D „ i — aD ,- 2 = a "' 1 * 

D” 一 2 — aD”- 3 ==a" 2 ， 




D 3 —aD 2 =a 3 , 
D 2 — aDi =a 2 . 
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把上述一组等式的第2式乘以 a , 第3式乘以 a 2 ，…，倒数第二式乘以 a - 3 ，倒数第1式乘以 
/_ 2 ,再相加，得 

D . — a ^' D , = a *( n - l ). 


由此得出， D . = ( n + l -> a \ («>3)。 

显然上式对于» = 1.2时也成立. 

5. 原方程的左端是范德蒙行列式，因此有 

(a 广 :rKa 2 — 工 )… — jc)' JJ Ca ； — a,) = 0. 

由于 a ，， a 2 ， … ， a ，- | 两 两不同，因此由上式，得 

(ai — x )( a 2 — jr ) — ( a»-i — x ) = 0. 

从而原方程的全部根是 A ，〜，… . a .- i . 

6. -2( n -2)! (提示 ：把第 1行的（一1〉倍分别加到第2,3,…，”行上，然后按第2 
列展开。） 




••• y 0 + y 

— y 0 + y 

••• y 0 + y 

… z 0 + y 

… z (x ■— y) y 



0 0 0 
0 0 0 


y ••• y y 

y ••• y y 

x ••• y y 

z ••• x y 

z ••• z y 

… y y 

… 0 0 

… 0 0 

… x — y 0 

… z - x 0 


= (, x - y ) D r , +y (-1) 14 " - 
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= U-yyD^ -\-y(x-z) rl <n^2). 

设 D ， 是 n 级矩阵 A 的行列式，则 | A '| = | A |= D ,。 对 IA ' | 运用刚刚证得的结果，便 

得到 

D” = | A' | = (x — 2)0„_, 2 ： (j ： — W 1 (.n ^ 2 ). 

于是有 


解得 


[D m = (x- y)D^ - {-yU- z)^ 1 , 
ID, = (x-z)D^^z(x-y) rl 9 


y(x ~ z) n — zix — yY 


易验证上式对于 n = l 时也成立。 


( n ^2). 



(提 示： 依次把第行的（一 1) 倍加到第行上，把第 71 — 2 行的（一 1) 倍加到第 〃一1 行 
上，…，把第1行的（一1)倍加到第2行上；然后把第2,3,…， n 列都加到第1列上。） 

9. (1) n = l 时为 1+4%; 

n = 2 时为 ( a ； 

«彡3时为0 # (提示 ：利用 “两列成比例，行列式的值为0”。） 


(2) n \ ( 1 +，+音 +… + + ) 

T -1 . 

10. a^az^-a^i (1 一 2 T). 

' i-l a, ' 

(提 示： 把第_ / 列提出公因子…，然后分别把第2,3,…, n 列的（_1)倍加 
到第1列上。） 

11. 3" +, -2- +, .(提 示： 先按第 1 列展开，可得 D _ = 5 D .-, —2 . 3 • D ,_ 2 ,( n >3): 然 
后采用类似于本节典型例题的例7的解 法。） 

12. 先按第1列展开，得 

D . = ( l + x J ) D ^, ~ x l D ri , Cn ^3) 

由此得出 

D .- D ^, = x 2 ( D ^- D rt ), (”彡 3) 


又有 


D , = 1 + x 2 , 
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1 I X 2 X 

D 2 = ，= 1+ x 2 - 

X l + I 2 

因此 D n - D rl = (D 2 -D,)(x 2 )^ 2 = x 2 -,(n^3) 

从而 D n . l - D m - i = x Zi ^ X) 9 

d - 2 _ d 『 3 w - 2 、 


D 3 — D 2 =x 6 • 

D? —D x =x\ 

把上述 n — 1 个等式相加，得 

D m -D, = x 2 - + …+ / 十 

因此 D , = l + P + o ： 4 + …(” >3) 

敁然当 《 = 1,2时，上式也成立。 

13. JJ (j,—J>) 0 

(提示：直接本节典型例题的例11的结果，或者采用类似于例11的解法。） 

•14. 先按第 n 列展开，得 

1 —a x a 2 0 … 0 

一 1 1 — a 2 0 … 0 

D.= (l-ajD^ -ha m (-\Y rl} ^ 0 -1 I - a 3 … 0 

: : 
0 0 0 …一: 

= (1 一 tOD ” 一 | 十 , (n ^ 3) 

从而有 

D. — D^-i =— a m { D^-i — D r2 )* (” >3) 

D rl — D^t =— a^ x (D『2 一 D «_ 3 ) ， 


D 3 — D z = 一 d3 — D\) \ 

上述一组等式中，第 2 式乘 （一〜）， 第 3 式乘以 w ，末式乘以（一 1)" _3 W ，然 
后相加，得 

D n — D^-i = (一 … fl«a 3 (£>2 — I ),)，（ n>3) 

由于 = 1 — a, ,D 2 = 1 一 + a ， a 2 •因此 
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D, — D„-i =( _ l)** _2 n-r”a < a 3 £J2a 1 ， (n^3) 

D n -i 一认- 2 = ( — … ， 

* • • • • • • • • • • • ••• • •• • • • ••• 

D 3 ~ D 2 = —a 3 a 2 ai * 

D 2 —D| =a 2 ai ， 

把卜 .述 》—1 个等式相加，得 

D, — D,= (— … aj<«:ai + (— l>"" 3 a»~i 

+ ... + (—1 )a 3 a 2 ai + a 2 ai. 

因此当 时， 

D„ = 1 — a, + a,a 2 - a,a 2 a a + — + ( — l)*aia 2 aj—a 11 _|a 11 . 

上式等于 n = l ,2 时也 成立。 

习題 2.5 

1. 此线性方程组的系数行列式为 

14 9 111 

1 8 27 = 4 • 9 • 1 2 3 

1 16 81 149 

等式左端的3阶行列式为范德蒙行列式，由于1,2 ,3两两不等，因此这个范德蒙行列式的 
值不为0,从而线性方程组有惟一解. 

2. 有惟一解。 

3. 有非零解« A=1 或 A = 3. 

4. 有非零解<=> a = l 或 6=0. 

5. 当 a ? tl 且时，有惟一解； 

当 a = l 且■时，有无穷多解； 

当 a = l 且6尹+时，无解：当6=0时， 无解。 

6. 当 a 乒1且6关0时，有惟一解； 

当6=0时，有无穷多个解 I 
当<2 = 1且 A 关0时，无解， 


1. 154. 


习题 2.6 
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2 . 

All … d\k 

a kX … a u 

3. (1) n ^!; (2) ( n - l ) XXi !. • 

*»1 卜 1 

第 3 章线性方程组的进一步理论 

习题 3.1 

1. (1) (0,0, 0,0)% (2) (0,0,0,0)’. 

2. y =( — 21,7,15，13)。 （提示： r =3/>-2 a «.) 

3. (1) P =2€ mi 2—3 a 3 ，表示方式惟一； 

(2) p 不能由 Hi » o 2 *03 线性表出 I 

(3) p=—Hi — 5 a 2 ，表示方式有无穷多种。 

4. 提示： 线性方程组的增广矩阵已经是阶梯形矩阵，从 
而立即看出此方程组有惟 .解 • 因此 <* 可以由 a , ，免，*^，<*,线性表出，并且表出方式惟 
一。 把增广矩阵化成简化行阶梯形矩阵•可求出这个惟 一解。 从而得出 

o = (ai — a 2 )Oi + (a： - as )o? + (,a 3 — a, )a 3 + o,a,. 

5. 提示：利用典塑例题的例 4 的结论。 

6. 提示：去证 I ；对于加法和数敏乘法都封闭。 

7. 提示： 利用典铟例题的例6的 （1) 的结论 • 

习题 3. 2 

1. (1>不对。对于年序了个向景组.系数全为0的线性组合都等于零向最。 

(2) 不对。仅一虫未0的数不够,应该是 对年寧 了早不全为0的数 b ，•..，*•都 

有是+… + 向量组<1丨 ，… 才是线性无关的。 

(3) 不对。例如， a ,=( l ， 0 ， l )， a 2 = (2,0,2)， a 3 = (0, l ，0), 由于 2 a , _ a 2 十0<* 3 = 
0,因此 a , .« 2 .«3线性相关.假如山=夂(1,+匕0 2 ,则 


°] 


!] 


2 1 


k x + 2 k 2 ' 

1 

= k x 

0 

+灸2 

0 

= 

0 

0 


1 


2 


k , + 2 k z 


厶 "… 厶 lr 

br \ ••• b „ 
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由此推出，1=0矛盾。因此 a 3 不能由线性表出， 

2. (1) 线性无关》 

(2) 线性相关， =— <* 2 — a 3 + a , ; 

(3) 线性相关, 

(4) 线性无关。 

3. 提示：设 a !， a 2 ， a 3 ， a , 6 K 3 ，去证齐次线性方程组 xiO ! + x 2 a z + x 3 a 3 + x 4 o < =0 有 
非零解。 

4. 线性相关。（提 示： 直接观察可得 ( ai + fl 2 > _ ( a ：：+ a 3 ) + (< i 3 -^^^ —(免+印） 535 。。） 

5. 线性无关。（提 示： 解法一用线性无关的定义；解法二利用本节典型例题的例3 
的结果。） 

6. 线性相关。（提 示： 解法一用线性相关和线性无关的定义；解法二利用本节典型例 
题的例3的 结果； 解法三直接观察可得 7(5 a ,+2 a 2 ) — 2(7 a 2 +5 o 3 )—5(—2 o 3 +7 ai >=0。） 

7. 提示：利用本节典型例题的例3的结采. 

8. 提示： 利用本节典型例题的例3的结果. 

9. 提 示： 证法一用线性无关的定义，证法二用本节典型例 题的例 3的结果 t 证法 
三用第 6 题的结果。 

10. 线性无关。（提 示：利 用本节典铟例题的例3的结果，并且利用习题 2.3 的第1题 
的第 （4) 小题的结 果。〉 

11. 向童组 A , a , 线性相关 

2 1 4 

«=> -1 -3 7 =0 

5 a —2 

«=> 3(25-6 a )=0 



12. 提示： 类似于本节典型例题的例 10 的证法。 

习题 3.3 

1. a , , a 2 是 a > , a 2 , a 3 的一个极大线性无关组 ， rank ( a ,， a 3 } = (提 示： 由于 
2 q : 1 =6#0,因此线性无关.从而它的延伸组免，线性无关。利用行列 
式可以判断 a , ，私.《 3 线性 相关。 因此 a , ,免是 a , 的一个极大线性无关组。类似 
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地， <*, 以及 《 2 ,a 3 , 也都是山，的一个极大线性无关组。） 

2. a! ，(》3(或 ，a 3 ) 是 a,，a 2 ，a 3 的一个极大线性无关组， r ank{ai，a z ，a 3 } = 2。 （提 
直接观察得《* 2 =9叫，因此 0l ,a: 线性 相关。 用第1题的方法可得出奶，奶线性无关。又 
a, ,a 3 , az 线性相关。因此 a, ,a 3 是 a, ,斯，《 3 的一个极大线性无关 组。） 

3. (1) 提示： 类似于本节典型例题的例 9(1) 的证法。 

(2) 如，<»2 ,or 4 是 a, ,a 2 ，a 3 ,<*«，a 5 的一个极大线性无关组。（提不：类似于例9 
的第 （2) 小题的解法。） 

4. 提示 ：充分 性用克莱姆法则立即得出。必要性用本节典型例题的例5的结果可得 
a , ,ti2 ，•••，<*„ 线性 无关。 

5. 提示：设 a,, ,… ，a,_ ，••• ，ft, 分别是<»|，••• ，a, ，…，芦的一个极大线性无关组。 

则 a, ，..•，(*, ，P, ，…，可以由 <*., ，…， a._ 线性 表出- 从而 

rank<a t ,•••./!,I < rank<a, •，… ，<*.. m 

6. 提 示：在 a,,a, 屮任取一个向 S <*,. 由于 a, 可以由 a,，•••，<*,, 惟 -- 地线性表出，因 
此 a, ，…, a. 线性无关。在其余向量中任取一个 a, 添进去，由于可以由 a,, ，…， a,, 线性表 
出，因此 a,, ，- ,o,, , a , 线性相关。从而 a,, ，…，《^是 a, ,•..，<*,的一个极大线性无关组。 

7. 提示：利^本章3.2节典型例题的例3的结果得,/>,，拓,/» 3 ,/1,线性相关。用线性无 
关的定义易证线性无关•因此 ,A 是的一个极大线性无关组。 

8. 提 示：只 要去证… . a •可以由/»,,线性表出》为此把已知的讲个等 


式相加，得 

氣 +/fc + … + /L = (m — l)(fli +1*2 + …+ <* m h 

由此得出 

a , +a z + … +a- = (办 + … +P~>. 

因此 


o, = 

+ fi 2 + … +^->-(0^ + — +<!,-, +Oh-i + … +<*„) 


m — l 

= 

m 一 1 


= &+••■ + ^ - + ^' + - + 士， 


其中 i=l ，2, …， m。 

9. 提示： 只要证 yi，y 2 ，…， y, 线性无关。 

若 s=n ，则 A 是 n 级矩阵，且由已知条件可得出 
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I a. I > 2 I I * 1 = Ur"，”. 

>-» 

因此 A 是主对角占优矩阵。据本节$型例题的例11得 ，|A| 关 ()• 从而 A 的行向 ft 组 y,， 
y 2 , —.y„ 线性无关。于是 rank<ri .Ti . — =». 

若 s<n。 取 y, +1 =s,h ，…， y.=c„’。 

以 y,, …, y,,y, +,，•••,？，为行向最组的矩阵记作 b 。B 的前 s 行满足 

I a. I> 2 I I • » -= H.. ， s. 

的后 n_s 行满足 

111> 2 1 0 1 * 1 = s + 1，…，” • 

:；! 

因此 b 是主对角占优矩阵。据上面所证的结果，的行向量组 y! ，…， r，，r, +1 ，…，0%线性 
无关。从而它的部分组7^，…， y， 也线性无关•因此 

rankiri t — = 5 . 

10. 提示: 由已知 ,p=hcri +… + 々,-ia，-.i+A,cr, ，由于 P 不能由，…， a,-i 线性表出， 
因此怂关0。从而 — - 

因此 cn ，…， cfri，a, 可以由 at * — 线性表出。又 flh ，… »a,-i 可以由 cn ，…， a,-i ， 

a, 线性表出。因此 €h ，…， a,-i，a, 与，••••<!,•丨等价❶从而秩相等。 

习题 3. 4 

1. K* 的两个基可分别 取成： u 2 ，c 3 ，《4; 

以及 



a = ( fli ， a 2 ， a 3 , A )' 在基 Ci ，私 ，®3 下的坐标为 （fli ， a 2 〉 I 在基 f | i ，巧2，，小下的 
坐标为 (ai — a 2 ， a 2 — ， a 3 — a 4 ， a <)。 

2. 提示： 利用行列式去证印，卟，…，小线性无关。 

3. (1) 是； （2) 是； （3) 不是。 

(提 示： 利用行列式去判断向量组是否线性无 关。〉 
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4. <*=(〜， a 2 ， a 3 )' 在 K 3 的一个基 



下的坐标为 

(吾…+ j ai , b i + j ai — 吾 33 ，_ l ai +吾〜+> )• 

5. 提示： 类似于定理丨的证明方法。 


习题 3.S 


1. (1) 秩是第1、2、3列构成列向童组的一个极大线性无关组； 

(2) 秩是2,第1、2列构成列向 ft 组的一个极大线性无关组。 

2. (1) 秩是 3，a,, 山 ，<x 3 是一个极大线性无关组； 
dim<ai < a s ，a, > = 3.(*i，a 2 ，a 3 是一个基 》 

(2) 秩是 2,o, .a, 是一个极大线性无关组； 
dim<ai .a z , a 3 .a,> = 2,Oi , a 3 是一个基 j 

(3) 秩是 2,a, ,a 2 是一个极大线性无关组； 
dim<ai .a 2 .Oi »o, > = 2.ai < a 2 是一个基， 

3. A 的秩是 3, 第 1、2、4 行构成 A 的行向组的一个极大线性无关组。（提 示： A 的 
行向最组是 A' 的列向量组，对 A' 作初等行变换化成阶梯形，可求出 A' 的秩以及 A' 的列向 
最组的一个极人线性X关组。） 

4. A 的第1、2、3列是列空间的一个基，行空间的维数是3。 

5. 当 A 关3时，矩阵 A 的秩为3,当 A = 3 时， ra nk(A>=2。 （提示 ：类似 于本节典型例 
题例4的解法。） 

6. 提示 :任取 A 的一个子矩阵 A,。 设 ran k(A,> = r ^ 则糸有一个 n 阶子式不等于 
0。由于 A 的这个 r, 阶子式也是 A 的子式，因此 rank(A)^r,. 

7. ran k(A )=4, A 的前4列构成列向量组的-个极大线性无关组。 （提示： 类似于本 
节典型例5的解法，） 

8. rank(A)=3,A 的前3列构成列向量组的一个极大线性无 关组。 

9. 提示： A 的 5 列组成子矩阵 B, 则 A' 的相应的 5 行组成子矩阵 B'。 利用本节典型例 
题的例6的结 果得： 

rank(B ， ) ^ rank(A’） + s~ n, 

' 从而 rank(B) ^ r + s — n. 
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10. 提示：对 A 的行向量组和 B 的行向量组运用习题 3.3 的第5题的结果。 

11. 提 示:容 易看出 

( A c : r=(o C B «)- 

然后利用本节典型例题的例9的结论。 

12. 提示： 利用本节典型例题例9的结论，并且注意的行数为 ( s + Z )。 

13. 提示： 利用本节典型例题的例9的结论，并且注意有关矩阵的列数。 

14. 提示：设 A 、 B 的列 向童组 分别为 . a 2 t •••*«. ih ，/ fe ， …， / L ， 由于 ， a 2 , …， a ” 可 
以由 a , ，…， a .，/!, ， fiz， …， Pm 线性表出，因此 rank i a ,， a 2 ，…， aj < rank { cr 丨 ，•“ ， a •，私 ，…， 
fi m } o 从而 rank ( A )< rank ( A ， B >, 同理 rank ( B >< rank ( A ， B )• 

15. 提示： 由已知条件得， A 中不为 0 的元索的个数至多是 n 2 _( n 2 —; 2 + 1)=12—1。 
从而 A 必有零行。 

16. 提示： A 中不为0的元素至多有 /! 一1 个。 让 ”_1 个不为0的元素。分别位于不 
同行、不同列，形成一个阶梯形矩阵。则它的秩为”一 h 否则它的秩小于《_1。因此这种 
矩阵的秩 ft 多是《— 1。例如下述矩阵的秩等 于”一 U 

1 0 0 — 0 0 

0 10 — 00 

• • 

• • 

0 0 0 — 0 1 

0 0 0 — 0 0 

习題 3.6 

1. 有惟 一解。 （提 示： 系数矩阵 A 的行列式 | A | 关0,因此有惟一解。） 

2. 有无穷多个解。（提示：由于“关0,且当 0< r < s 时, 〆 关1,因此系数矩阵 A 的前 s 
列组成的:< 阶子式不为0,从而 rank ( A >= s . 由于增广矩阵 A 只有 s 行，因此 rank <3)=^。 
从而有解。由于 s < n , 因此有无穷多个 解。） 

3. 无解。（提 示： 由于两两不同，因此增广矩阵的秩为4,而系数矩阵 A 只有 
3列，因此 Tank ( A )<3.> 

4. 当 0 =_38且 6= — 10时，齐次线性方程组有非零解；当^关一38或6#_10时。 
只有零解。 

5. 提 示：线 性方程组的增广矩阵3是 B 的子矩阵，于是 rank (3)< rank ( B )。 又已知 
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rank ( B )= rank ( A ) 0 因此 rank ( A )< raiik ( A )。 从而 rank ( A > = r ank ( yV )。 所以线性方程 
组有解。 


习题 3. 7 


1. 每一题中，基础解系的取法都不惟一，但它们等价。 

(1) ij , = (-5, 3,14, 0)', »^ = (1, -1,0, 2)% 
w ={ kii },+ k , if 2 |*i , fc 2 € K ( » 

(2) n 1 =(-7,-2*,5,9) ， ; ^={^,^1^16^}, 

(3) ij 1 =(1,1,0,-D , ； W={k,t,, U,€K>. 

(4) 



W = H * 2 »}2 ^ k,ri 3 + k,Ti t I ,k t ,k 3 ,k, 6 K}. 

2. 提示•.设线性无关，且与 iji . ijz ，…， ij, 等价，则 m = t。 由于 y ) 可以由 

fj,， 卟 ，…， 》»,线性表出，因此 r, 是齐次线性方程组 （1) 的一个解, J = 2 , …，“ 由于解空间 

w 的维数为《，因此 y,，r z , …， r, 是 W 的一个基，即它们是齐次线性方程组 （1) 的一个基础 
解系。 

3. 提示，由于解空间 W 的维数等于 ”一； ■，因此任意 n _ r 个线性无关的解向擻都是 W 
的一个基。 

4. 提示： 这个齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 

dimW = n — rank(A) = n — (n — 1 ) = 1 . 

因此任意一个非零解 fj 都是 W 的一个基。从而任意一个解 r =* iJ -*€ K „ 

5. 提示，如果 A 的所有元素的代数余子式都为0,那么结论显然成立。下面设 A 
至少有一个元索的代数余子式不为0,设据本节例3的结果得， tr =( A H ， A „， 
…， / U >)' 是以 A 为系数矩阵的齐次线性性方程组 （1) 的一个基础解系。对于 Z 尹 I 由 
于当时， 

a fl A n + a , 2 An + …+ a “ A ^ = 0， 

并且 a " A fl + … = I Al =0。 

因此 y, = (A„ ，…， A ta ) '也是齐次线性方程组 （1) 的一 个解。 从而 y, = l7，々' €K 。由 
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此得出， A 的任何两行对应元素的代数余子式成比例。 

6. (1) | A |=0( 提示： A 的第71列是第1,2列的和 

m-2 

(2) A m = JJW: 

*=1 

(3) 提示：证法一 ，利用本节例 3 的结果可立即得出结论；证法二，去计算 A nl = 
一 U . 2 = —/ U . ArfsO , …，■-,=0;然后验证 》!=( — A •，一 A „，0, …， 0， A „)' 是以 
A 为系数矩阵的齐次线件方稈组的一 个解。 由于解空间 W 的维数等于 / j _ ra nk ( A ) = 
n _( n — 1) = 1，因此 1 } 是 W 的一 个基。 

7. 提示： 利用第2章 2. 6节的典型例題的例2的结果，可得出 B 划去第_?列得到的 «-1 

阶子式 D , = s 然后利用本节例4的结果可立即得出结论。 

*■1 

8. 提示： 利用第7题的结果可得出第一个公式；令/ = ;«_1_爪,从第一个公式可得出 
第二个公式。 


习題 3.8 



2. 提示：设系数矩阵为 A 。 则 
^个方程的 n 元非齐次线性方程组有惟一解 
㈡ | A |^0, 
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㈡ 导出组只有零解。 

3. 提 示：用 W 表示导出组的解空间，则 r , 一 y ,€ W,i = 2, …， m 。 于是 

Miyi + w 2 y 2 ~i - ^~ u m y m 

= (1 —M 2 - u m )Y\-^-u 2 r 2 -\ - \-u m y m 

=yx- J ru l (y t -y,) J i — h Mw (r-.-ri)6ri+w 
因此… y ,+ w 2 y 2 + … + 是方程组 （1) 的一个解。 

4. ciYi + f 2 r2 十…十仍是方程组 （1) 的解当且仅当 q + c 2 + …+<^ = 1。 

(提 示：用 W 表示导出组的解空间。则 y ,— h € W，f = 2, …， m 。 必要性。设 c iyi + 
c 2 y 2 + m + “)^ 是方程组 （1) 的解，则 （ q yi + c 2 y 2 + …+ 一 
由于 ci y ! + c 2 y 2 十…+ t._r «_ r 1 

= (ci —i)r, -f-c 2 (r2~"yi +yi)+ … ■♦■(•(m +ri) 

= (ci + c 2 + … +0(72—7!)+ … > 

因此 Cl + C 2 + m + C 1 M _ l =0。 

即 C | + C 2+ … +“ = 1» 

充分性。由第 3 题的结果立即得出 •> 

5. 提示 : n + l 个方程的《元线性方程组如果有解，那么它的增广矩阵 A 与系数矩阵 A 的秩 
相等。而 nmk ( A )< n , 闵此 rankCSX ”, 从而 | A |=0. 如果 nmk ( A > = n . 那么当 | A |=0 时，有 
rank ( A )= n e 从而线性方程组有解。 

6. 三个平面没有公共点 与心 相交， 》 r , 与 》 r 3 平行,心与心相交。（提示：三个平面 
的方程组成的三元线性方程组的系数矩阵 A 的秩为2,增广矩阵2的秩为3,因此方程组 
无解。 从而三个平面没有公共点.由于 m 与心 的一次项系数不成比例，因此 n 与心相 
交；同理心与 A 相交。由于心 与心的一次项系数成比例，但是常数项不与它们成比例， 
因此 > T | 与&平 行。〉 

7. 三条直线的方程组成的二元线性方程组的系数矩阵•增广矩阵分别用 A . A 表示, 
令 y , = ( a ,,6,), 1 = 1,2, 3. 

(1) rank ( A > = rank ( A ) = 2, 且 y ,, y 2 , r 3 两两不成比例。 

(提 示： I 、 山山 是共点的三条不同直线 

㈡ 3个方程的二元线性方程组有惟一解，且 h . r 2. r 3 两两不成比例， 

㈡ rank ( A 〉= rank ( A >=2, 且 I ， y2 两两不成比例。〉 

(2) rank < A ) = 3, 且 h 士 ， y 3 两两不成比例。 

(提示 是组成三角形的三条直线 
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㈡ 3个方程的二元线性方程组无解，且 y ,， y 2 , y 3 两两不成比例， 

㈡ rank ( A ) = 2, rank ( A )=3, 且 y , , y 2 ， r 3 两两不成比例， 

㈡ rank ( A ) = 3, 且 yi ， y 2 两两不成比例。） 

8. 有且只有7种情况，如附图1〜附图7所示。 

用 A 和 A 分别表示三条直线的方程组成的二元线性方程组的系数矩阵和增广矩阵 , A 
的行向 S 组记作 y t . r 2. r 3 « a 的行向量组记作 h ， h ， k 。 

情形 1 rank ( A ) = rank ( A ) = 1. 

此时线性方程组有无穷多个解，导出组的解空间的维数为 1* 于是线性方程组的解集是 
1维的线性流形•因此三条直线重合在一起，如附图1所示。 

情形2 rank ( A ) = rank ( A ) = 2. 附田 1 

此时线性方程组有惟一解。因此三条直线有惟一的公共点。由于 rank ( A )=2, 因此不妨 
设 y , 线性 无关。 此时直线 Z , 与 Z 2 相交。 

( 1 ) y 3 与 h (或 y 2 ) 成比例。 

此时 z 3 与^(或/ 2 〉重合，如附阁2所示。 

(2) y 3 与 yi ， y z 都不成比例 • 

此时， Z 3 与/,,/ 2 都相交，于是是共点的三条不同的直线，如附阳3所示。 

^7 

附图2 附田3 

情形3 rank ( A ) = l , rank ( A )=2. 

不妨设线性无关.由于 y ,, y 2 成比例，因此 A 与6平行。 

(1) h 与 h (或 h ) 成比例。 

此时，/ 3 与 M 或 0) 重合，如附阁 4 所示 • 

(2) h 与都不成比例- 
此时 A 与 t ,， l 2 都平行，如附图5所示。 

情形4 rank ( A ) = 2, rank ( A ) = 3„ 

不妨设 y , 线性无关。于是 A 与匕相交。 
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附图4 附图5 

(1) y 3 与 y , (或 y 2 ) 成比例。 

此时 A 与 M 或 D 平行，如附图6所示. 

(2) r 3 ^ r , . r 2 都不成比例。 

此时 G 与都相交，但/，…，七没有公共点， 

于是 J 3 是组成三角形的三条直线，如附图7所示 • 

〆 A 

附图6 附图7 

9. 4个方程的三元线性方程组，其增广矩阵的秩为 4 ,其中任意3个方程组成的方程组 
的系数矩阵的秩为3。 

(提示：四个平面组成四面体 

㈡ 其中任意三个平面有惟一的公共点，但四个平面没有公共点 
«其中任意三个方程组成的方程组的系数矩阵的秩为3,四个平面的方程组成的方 
程组的增广矩阵为 O 

第 4 章矩阵的运算 
习题 4.1 

r A A A 
A r A A 
A A r A ' 

A A A r 
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0 A' nX m ~' 

0 0 A" 



7•设 


B = 


则 A=AJ + B . 

利用本节典型例题的例8的结 
当 m < n 时， 

A m = (A/ -f- B) m = Ul 
=X m I 
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A " mX m ^ — cr'A 10 0 

A" mX^ 1 … cr*A 1 0 …？ 

•• •• •• 6 

1 

A m rnX"^ 1 c^X 

••• ••• : 

A" rnX ml 
A" 


其中主对角线下方的元素全为 0; 

当 ;w 时， 

A m = (Ai 十 B>*" = (Af ) ■十 mUn^ 1 B + …十 C 1 (A/ )-*— 1 
= 广 J + /nA ， 1 B + … + c ：： M— 1 

A" mA - 1 … cr 2 A "-^ 2 c^'X^' 

A_ mX^ 1 … c::A— 

= • • • • • • : 

A" mX^ 1 

X m 

其中主对角线下方的元索全为0。 


8 . 


(： K ) ㈡ =(:;)， 


因此当防是偶数时，^ 




当 m 奇数时， 






21 

10 

-141 5 2 

-3] 87 

44 

一 59 

A 3 = 6 

9 

一 5 1 3 

一1 = 29 

29 

-22 

10 

8 

-7 2 2 

-1 144 

30 

-31 
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87 

44 

一 59 

21 

10 

-14 

5 

2 一 3] [1 0 0 

/(A) = 

29 

29 

-22 

-7 6 

9 

一 5 

+ 13 1 

3 — 1 一 5 0 1 0 


44 

30 

-31 

10 

8 

-7 

2 

2 -lj 0 0 1. 


0 0 0 

=^ 0 0 0 . 

0 0 0 


10. U 与9可交换， 

(: ：)=(： ：)(：：) 

/a + 36 2a 4- 46\ / a + 2c b ~\-2d \ 
\c-h3d 2c+ 4^/ V3a + 4c 36 + 4^/ 


/a + 36 2a 4- 46 \ 
Vc-f-3J 2c+ 4^/ 

由此得出 36=2 c , 2a -\- 3b = 2d , 

3d = Za^Zc, 2f = 36 。 


X= \U a + U\' 


⑵设 x =(: X :;) 可交换， 

(:% ：：)=C ID !：：) 


/7a 4- 56 — 3a 一 26\ (7a — 3c 7b 一 3d ^ 

\ 7c ~f~ Sd 一 3c 一 2d ^ '5a — 2c 56 一 2d I 

由此得出 56= —3c, 3d=3a-h9b, 

9c+5J=5a* 56=_3c. 
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|-f 6 a+36 | 

(3> 设久=(;) 3><3 与 A 可交换，与典型例题的例10的方法类似可得 

工II 工12 工13 

X = 0 Xu Xm , Xn . X 13 6 K . 

0 0 x,i 

(4) 设 XskPaxa 与 A 可交换，由于 



1 0 

4 

1 0 

0 


0 

0 . 4 

A = 

01 

2 

= 0 1 

0 

+ 

0 

0 2 


0 1 

2 

0 0 

1 


0 

1 1 


因此 X 与 A 可交换当且仅当 


0 

0 

41 X 11 

X\t 

^13 

-Ill 

Xu 


0 

0 

4 

0 

0 

2 Xz\ 

xn 

x 23 = 

X t \ 

Xn 

XU 

0 

0 

2 

0 

1 

1 x 3 i 

«r 32 

•Til 

J0i\ 

xn 

X 3 3 

[o 

1 

1 


4x 3 i 

4^32 

4x 33 

0 

Xl3 

4xn + 2xi2 + Xia 

2x 3I 

2^32 

2x 33 = 

0 

Xu 

4x 2 j + 2x 22 + ^23 

Xu -h X 31 

+132 

^23 + -r JJ 

0 

I 33 

4 jt 31 + 2x 32 + Xu 


由此得出 工 31 = 0 ， ： r 2 | = 0 ，1 13 = 4x 32 *^23 = 2x 3 t 

•2 ： 33 = 工 22 +工 32， 40：33 = 4jT" +2 工 12 十 J ： I 3 ， 2x 

即工 31 = 0 ，工 21 = 0 ， -^13 = 4X32 » Xzi = 2 Xj 2 9 

Xn — — X 32 + 工 33 ， Xi 2 = — 2xn ― 2 j: 32 十 2x 33 . 


,=4ot 21 -h2x 2 


j：n 一 2 xn ~ 2x 3 2 + 2 x 3 3 4 x 3 2 

X = 0 — x 32 + x 33 2x 32 ， 

0 X 32 JCa 

其中 Xn,X32 .X3 3 6 K . 

11. ( I - B)(/+B + B 2 ) = J 3 - B 3 = /. 

12. ( B ,+ B,)A = B 1 A + BiA = AB ,+ AB l = A ( B ,+ B t )» 

( B , B 2 )A = B ,< B z A ) = B 1 ( AB t ) = ( B , A ) B I = < AB ,) B I = ACB , B ,). 

13. A J =A <=> [ y ( B +/)] Z = + ( B +/) 
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14. 


㈡ B 2 +2B+/ 2 =2(B+f) 
㈡ B 2 = I 


叫： ：)(：：)= 


a 1 be 
ca dc 


ab-^bd 

cb ^ d z 


A 2 -ia + d)A-\-(ad-bc)l 

= 1 : 2 :::: X :)+—(: 


(0 0 

\0 0 



习题 4. 2 


1. ( 九 4 , ) , = (A , > , A , = AA , ,(A , A) , = A , (A , )’=A’A• 

因此 AA ', A'A 都是对称矩阵。 

2. 设 A 、 B 都是 n 级斜对称矩阵，则 

( AB / = B ' A ' = (- BK - A ) = BA . 

于是 是斜对称矩阵 ㈡ (, AB )' = -AB 

<=> BA=-AB 

3. 类似于第2题的证法. 

4. 由于 A 、 B 是对称矩阵，因此 

( AB - BA )' = B ' A ' - A ' B ' = BA - AB =-(. AB - BA ). 

从而 AB — BA 是斜对称矩阵 • 

5. 设 A =( a »>, x ,. 则对于 ._e { 1 , 2 ,...， 5 >有 0 = ( AA ’ Mi « i )= . A'U “）= 

*-1 

。 由于 A 是实数域上的矩阵，因此从上式推出 

*■1 

aj , = 0 9 k = 1 t 2 t — *7 i . 

从而 A=0. 

6. 设 A =( a<< ). x ” 则对于 《 e < l ,2 ，…, s } 有0 = ( AS ’ K “;） = ' Za ^ A ' f . kii )= 

*»1 

= 2 I a * i 2 - 

由于 | a * i 是实数，因此从上式得 
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| 42* 1=0. k = 1,2,…，71。 
从而 a*=0, A = l,2, —，n 

于是 A = 0。 

7. 设 A 是》级对称矩阵。则对于丨_6{1,2, …，; 《>有 

A(“l) +A(“2) + … +A(i ; ”） 

= A<l,i)+A(2,i> + … +A<n;i). 

8 . 取 ”Xm 基本矩阵尺„，则 



A 

0 

: 0 ， 


A 

0 

… o 

AE U = 

0 

0 

: 0 

， E„B = 

0 

0 

… 0 


. 0 

0 

: 0 . 

«Xm 

0 

0 

… 0 


从而 A£„=E„!B。 

9. C' = (.ABAD - ADAY^A' B'A'- B'A'B'A' 

=A BA … BA BA=(.AB) m A=C. 

10. PU,j(,k)) = l + kE i , i P(i(c)) = /+(c-l)E. 

从本节典型例题的例 8 的证明过程 SJ 看出 

PU,j) = PC. •(- l))P(«,j (- l))P(j,i(l))P(i,j (- D) 

= U - 2E d )<.I - E V )U + E„)U - E^) 

11 . 设 D=diag{l,“.，l,0，.",0>, 其中有 r 个主对角元为 1. 

由于当 《>_/ 时 .£,£：, ;=0,因此 

O =1—E—l.r+l _ Er + 2.r+2 E- 

=(卜艮 +1 •… ）（ 卜…（卜 £_) 

习鼉 4.3 

1. \AA'\ = \A\\A ， \ = \A\\ 

2. AA' = 1 =>|A| J =|7| ，|A| 2 = 1=>|A|=±1. 

3. 类似于例 5 的证 k。 

4. 只要证 ra nk(AA'A> = rank(A'A)， 然后用本节典型例题的例3的结论。为此只要证 
(AA , A)X=0 与 （A'A)X=0 同解。关键是证 (AA'A)X=0 的任意一个解 •》 也是 (A'A)X = 0 
的解： 

由于 AA'Aij = 0, 因此 Aij 是 (AA')y=0 的一个解。由于 r an k(AA'> = rank(A') ,因 
此 (AA')y=0 与 A ' Y =0 同解。从而々'（々》!> = (>,即》!是 (A'A)X=0 的一个解。 
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5. (Wy = lB { S')]，= (SS')，= (B')，（B)' = BS ', 因此，是 Hermite 矩阵。类似 
地可证 BA 也是 Hermite 矩阵。 

6. 类似于典型例题的例3的证法。 

7•设 A =(:?)，则 



于是 rank(A'A ) =0,而 rank(A) = 1. 

8. 利用 Bixiet-Cauchy 公式立即得到 B 

9. 由典型例题的例9中 Cauchy 恒等式立即得到。 


10 . 


原式= 



1 Xx 



1 Xz 

/ 1 1 ― 1 \ 


1 

^y\ yt … y-l 


当 n >2 时，上式右端的两个矩阵的乘积的行列式的值等于0。从而原式= 0。 
当71 = 2时， 

1 1 
y\ yi 


原式= 


f 1 l ) 

^ y \ yi ' 


= (x* —Xi)(yt — >i) 

当 71=1 时，原式=1+0：1>^ 


a ； 十&厂 1 〜+ … +W aS 十心?" 1 〜+ …+67… a m Q + ciar 1 6 It + … + K 
a?+ ciar 1 6 0 + … +65 a? + ciar l ^i+- + « … a! + ciar 1 ^ + •••+« 
••• ••• ••• ••• 

a ： +ciar'*o + — +« a ： +ciar'*i +-+« ... a ： +clar'*-+ -+« 
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aS 

cjar 1 

… 1 


1 

1 

… 

1 

a ； 

c\aV 

… 1 


b 0 

b' 

… 

b m 

a ： 

c\aV 

… 1 


K 

« 

… 

b ： 





1 

do 

… 


-cr l c 

一 )-*—•+! 

1 

a\ 






1 

a m 

… 


ar al 

ar l a ； 

a： 1 a ： 

= CiC 卜 . CT 1 IT ( a • - a , )(6,-6.) 

12 . 

cosft cos^t 4- sinft sin^, cosft cos^ 4 - sinft sin^ 
cosft cos^?i 4 - sinft sin^ cosft cos^% + sinft sin ^2 


6。厶 i 

bl « 


I A I = 


cosftcos^i + si ^ sin^h cos ^ cos ^% sin ^„ sin ^ 


cosft cos^ + sinft sin^ 
cosft cos^, + sinft sin^, 

cosftcos^ + sinft sinp 


COS^i 

sin^i 





cosdi 

sinft 

[cos^j, 

cos^z 

… cos<p m 


COSdn 

sin^ 


s— 

… sin^. 



当 «>2 时，上式等号右端的两个矩阵的乘积的行列式的值等于0,因此 | A | =0。 
当 ” = 2时， 


A 1 = 

fcos^, 

sin^i 、 

[ cos ^ j , 

cos^l 

[cos^ 2 

sinft t 

tsinp 

s— 


COS^i 

sin^i ! 

COS^i 

costp? 



cosdt 

sinft 

s\n<p\ 

sirupi 



= sxnidz — 0\ )sin(<pz — <pi 、• 
当 n=l 时 ， |A| =cos(ft — 灼 ) 

13. 把 |A| 按前 m 列展开，得 


A|= S - ) 

' 1 ， 2 ,…, m / \m+l，m 十 2 ,… ， n’ 

… 2 = 


因此 
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'1*2*—*7 w / J \1 ，•• •，/ i — m / 」 

= 工 [d: • _§jd)T 

=I B，B 丨 I (TC I, 

其中“ < ”这一步是利用了 Cauchy - Bunyakovsky 不 等式； 最后一步是利用 Binet-Cauchy 
公式。 

14. 必 要性。 设 ra nk ( AB ) = rank ( B )。 由于线性方程组 BX = 0 的每一个解都是 
( AB ) X =0 的一个解，因此 BX = 0 的解空间％是 （ AB)X = 0 的解空间 W 2 的子集，又由 
已知条件得 

dimW 2 = m — rank ( AB ) = m — rank ( B ) = dimW ,. 

因此 W 2 =W t . 从而 ( AB ) X =0 的每一个解都 BX = 0 的一 个解。 

充分件。设 ( AB > X =0 的每一个解都是 BX = 0 的一个解，则显然 
W 2 ，因此由齐次线性方程组的解空间的维数公式立即得到 

rank ( AB ) = rank ( B ). 

15. 据第14题的结论，只要证齐次线性方程组 （ ABC > X =0 的毎一个解》|都是 
(BC)X=0 的一个解。由于 rank ( AB ) = rank ( B ), 且 ABCtj = 0，因此 （ AB)Y = 0的 
一个解 Cij 也是 BV =0 的一个解，即 BCij = 0。 从而 》 i 是 （ BC ) X =0 的一个解，因此 
rank ( ABC ) = rank ( BC ). 

16. 对 A 用数学归纳法。当 i = l 时，由已知条件，命题为真。假设当时，有 rank 
( A -) = rank ( A - +< *- ,> ). 利用第 15题的结论得， wnk ( A " • A ) = rank ( A - ,< *- 1> A )„ 于是 

rank ( A -) = rank ( A -”） = rank ( A - + *>). 

据数学归纳法原理,对一切正整数 l 命题为真， 

习题 4.4 


1. kl 可逆 ㈡ 丨关0 ㈡ k ' 9^0 <=> A 关0。当 W 可逆时，由于 UnU — 1 /): J , 因此 


2.(1) 不可逆； （2) 不可逆 • 


(3) 可逆，逆矩阵为 








习题答案与提示 

0 

(4) 可逆，逆矩阵为 i 

3. 由于 （ J — A )( Z + A + A Z ) = I —= L 
因此 \-k 可逆，且 （ J — Arisi + A + A 2 . 

4. 由于 A ( A 2 — 2 A +37) = I , 因此 A 可逆，并且 

A-' = A 1 -2A +31. 

5. 由于 A ( — A 3 + yA —27) = 1, 因此 A 可逆，并且 

A -' =- A J +|- A -27. 

6. 设 A 是可逆的斜对称矩阵.则 

( A - 1 ) 7 = ( A ( ) ' = <- A )-' - 

因此 A — 1 是斜对称矩阵 • 


116 116 116 


113 113 113 


116 516 116 一 一 
561361613101341 


13171017181， 


X 
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9. 设 A 是可逆的下三角矩阵，则 A ' 是可逆 的上三角矩阵，于是 （/ O - 1 是上三角矩阵， 
由于因此是下三角矩阵。 

10 . ( 1 ) 



(2) — 其中 H 与本节例9中的 H 相同。 

(3) 因为 ( J -2/ j + H 2 > C =( J -2 H + H *>(/+2 ff +3 H * + …+ nH "~') 

= 1 , 

所以 2 H + H 2 , 其中 H 与第 （2) 小題中的 H 相同。 

(4) 先把第2,3,…， n 行都加到第1行上，然后用+乘第1行,可求得 



11. 因为 (aZ + f / Ma - iJ - adH + a — 1 // 2 — … + 

所以 + — < z - z H + a -3 H 2 + … + (— D .-' a -' H -.-、 

12. 类似于本节例12的证法。 

13. 由于 （ I - AKf - B ) = J — >\- B + AB = J ， 

因此 I - A , I-B 都可逆，且 （ J - A ) _1 = I — 

于是 7=( J - B )( f — A 〉= 7- B - A + BA 。 

从而 AB = BA . 

14. 在 AXA 两边右乘 A , 得 

AX=X+M 。 
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从而 （A — J)：r=M 

由于已知 A — J 可逆，因此 x = k ( A — I ) l A 

习题 4. 5 


1. 由于 A 关0,因此存在一个 nXm 非零矩阵 B， 使 AB = 0 当且仅当齐次线性方程组 
AX = 0 有非零解，从而当且仅当 |A|=0。 

2. (1) 由于 C 为 TiXm 行满秩矩阵，因此 r a nk(C) = n。 

由于 BC=0, 据本节典型例题的例1的结论，得 

rank(B) 4- rank(C) ^ n . 

从而 rank(B)<0, 由此推出 B = 0 o 

(2) 如果 BC=C, 那么 （B-DC=0 a 从第（1>小题的结论，得 B-J = 0, 即 S=J。 

3. 证法一，只要证 rank (扪 + rank(ABC) 彡 rank(AB) + rank(BC ), 据 3. 5节的例 .8 
的结论，得 

/B 0 \ 

rank(B) -4 - rank(ABC) = rank! ). 

VO ABC ) 


作分块矩阵的初等行（列）变换: 



ABC 


\ ② +A •① / B 0 \_^ / B 

I " \AB ABC ) ② + ① .(- C , \AB 

_ ( B BC \ _ • (BC B \ 

(2) •(- U \AB 0 / (CD.©/ \ 0 AB/ 


—BC 

0 


根据分块矩阵的初等行（列）变换不改变矩阵的秩，以及 3.5 节的例9,得 

rank(? /\BC)= ran k( 0 rar| k(BC) + rank(AB>. 


从而 


证法二 


从而 

令 


rank(J3) + rank(ABC) ^ rank(BC) -f- rank(AB). 
设 ran k(B) = r。 则有可逆矩阵 P，Q 使得 
/I r 0 \ 

B = P Q. 

VO 0/ 

/I r 0\ 

ABC = AP QC 

VO 0/ 
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AP = 


/H,\>r 行 

(!， & 列〉’°° = (丄 行 

X:) =(G i ， 0 O =GlHl 

rank(ABC) = rank(G, H,) ^ rankCGi) -f rank(H,) — r 
rank(AB) = rank[AF( J J :)Q] = ra n k[AP 

= rankj^(Gi ,G 2 ) J = rank(G, *0) = rank(G] ) i 

rank(BC) = rank^ jocj = rankj = rank(H,), 

rank(ABC)^rank(>\B) 4 - rank(BC) — r 
rank( ABC) >rank(AB ) 十 rank(BC) — rankCB). 

证法一 A 是对合矩阵 ㈡ A 2 = / ㈡ /~A 2 =0« rank(/-A 2 ) = 0 • 

// +A 0 、② + ① il-\- A 0 \ _ // + A J+A 、 

\ 0 l-A) + A l-A) O+V 1/ + A 27 I 

(D+[-+(/ + A>].(2) 

/ + A 


则 

于是 

由于 


因此 

即 

4 

由于 


(I + AX-fd + A) 2 0 

21 


① + ©• - 


T 


(/-A 2 ) 0 


2 J 


因此 


从而 


rank 


Co A i:A) =rank 


y(i-A) 2 0 

0 21 


rank(/ +A) +rank(/ —A) = ranked — A 2 )J+ rank(2J) 
=ranka-A z ) + ranka) 

由此得出， n 级矩阵 A 是对合 矩阵 ㈡ rank(J-A 2 )=0, 


㈡ rank (/ + A) + rank( 7 — A) = ”• 
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证法二用 W, ， W 2 ， W 分别表示数域 K 上； I 元齐次线性方程组 （〖 +A)X=0,(I —A)X 
= 0,(J_A 2 )X=0 的解空间。 

A 是对合矩阵 ㈡ rank(J-A 2 ) = 0 
㈡ dimW = n. 

利用《高等代数》 ( 第 2 版 , 下册 ) 第 8 章 8. 2 节的知识，来证 VV = W ， ㊉ W 2 。 

任取 则 （ /—A 2 )a=0. 

由于 + [(/ + A) + (I—A>]=J , 因此 a=/o = y(J+A)o+Y(/-A)a. 

由于 （ 7—A)[+( ， +A>a] = |( ，一 A 2 )«=0 ， Htt+G+A)aew 2 . 

由于 （ /+A>[+(I-A>a] = j(/-A z )a=0 ， Hft+(f-A><ieW l . 

从而 因此 W = W,+W 2 . 

任取 pew, nw 2 , 则 （ J+A)/l —0,(f —A>/J=0 。 由此推出 
/1= 一冲 ,/»= 冲。从而， =—P. 因此霣 =0 。 

从而 W,DW 2 =0, 因此 W = W, ㊉ Wh 于是 

dimW — dimW| + dimW 2 

—n — rank( I + A> + n — rank (/ — A) 

= 2n — rank (/ + A) — rank( I — A). 

因此， 

A 是对合矩阵 
<=» dimW = n 

㈡ 2n —rank(/+A)~ rankd—A) = n 

<=> rank(/-t-A)-hrank(/ —A) = w. 

证法三利用《髙等代数》 ( 第 2 版 , 下册〉 第 9 章的知识可以更简洁地证明如下： 

设 A ： K- — -K- 

a | - ► Aa . 

则 A 是 K ， 上的线性变换 . 易知 Ker(J + A) 等于齐次线性方程组 （I + A)X = 0 的解空间 
W,, Ker(I—A) 等于 （J —A>X = 0 的解空间 ， Ker( J —A 2 〉等 T U — A 2 >X = 0 的解空 
间 W 。 

显然 1+x 与 1—J ： 互素，且（ 1 + 工）（ 1 一 0 ：> = 1 _/。 

据第 9 章 9. 5 节的定理 7 ,得 
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Ker (I — A 2 ) = Ker(/ -4- A) © Ker (I — A ) 
从而 W = %㊉ 

以下同证法二的后半部分。 

5. 据本节典 S (例题的例5,由于 ra iik(A) = l， 因此 

k' 

k 2 

A = • (ai *a 2 ， … *a,) 


A 1 = I (q ， a 2 ， … ， a,) I . 2 I (a ， 


= . 2 I (屮 Ai+ … + a 上〉 (ai，a 2 ，…， a,> 


其屮 * = aJi+a 2 * 2 + … +a.々，. 

6. 证法 一 ：由于 A 是 sXn 行满秩矩阵.因此 ra nk(A>= S ，且 A 的行向量组线性无关 • 
由于 (A,B) 的行向 童组是 A 的行向 费组的 延伸组，因此 （A,B) 的行向量组也线性无关，从 
而 rank(A,B) = j=rank(A)„ 据本节例10的结论得，矩阵方程 AX=B 有解。 

证法二 ：s=rank(AXrank( A，BXs 
因此 rank(>\)= r ank(A,B ). 从而 AX=B 有解. 

7. 用“凑矩阵”的方法，找 B 并使 AB = l 依次确定 B 的第1，2,…， n 列，使得 AB 的 
主对角元都为 n， 令 


r' f 

r 2 


^<w-2Xir-l) 


容易计算出 
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i j) = 1 + + ^2(f+l)4-(i-l)(ir-2) _|_ ... ^<*-1)<»-1)+(>-1) 

= | n ， 当 i = _/， 

_ io , 当 iU . 

因此 AB = nJ . 从而 A '=— B 
n 

8. 先解线性方程组, AX = P ，其中於二认為， •••,&)'• 把 ri 个方程相加，得 
「 ■ n{n — 1 )* 




令 


71(71 一 1) 


，： y = ii +J 2 + … +x„. 


由^ 关 Y ， 因此 .v 关0。 从上式得 


y = 了2 匀. 

5 >-» 

对于 f = l ，2 , …， n — 1，把第:个方程减去笫1+1个方程，得 

Xl + … -\-Xi-i — (；!— l)x, +J ： H*| + … -\-x m = bi — 6rt-i. 

由此得出， 

Xi = 丄(+史 〜一办 • +6 rfl )， * = 1，2 ,…，； I — 1. 
把第 M 个方程减去第1个方程，得 

A +x z + … +x^-i 一 （” 一 1)jt, = b m — bi. 

从而. 广、 +6 o 

分别令於 为《1 ，《2，… ，丨- ，得 

1-5 1+5 1 … 1 


A 1 = 


1 + 5 
1 -s 



9. 由原矩阵方程，得 



• 468 • 


高等代数学习指导书（上册） 


( 3 4 2 9 ) 一 f 3 4 2 9 )— 

\6 8 4 18 / \0 0 0 0 / 

于是 Ay=fr 的一般解分别为 


f f 3 


0 0 0 0 


xi =— 音 x 2 + 吾，文 1 =一 Y Xi 3 


其中： r 2 是自由未知量，因此 


= 


从而 


x = 

其中^心是^中任意数。 

10. Aai =fi, ** = 1.2 

㈡ A(di ， Cf 2 ) =(取 ) 

<=> (o, ,a t YA' = (,fy ,PzY 


4c, + 音 - 

4c 2 +3 

3c, 

3c 2 

-4c 1+ } 

3cj 

一 4c 2 + 3 

3c 2 


因此 


11. 把 A 分块写成 


其中 


;)d -：HC : -I 
= (-； :)“=(;—;)• 


A' 


B = 


0 


0 0 
0 0 


0 0 … 0 a rl ) 

据本节典型例题的例15的结果，得 
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A- = (;. -'1 

1= 

0 0 … 

ai l 0 … 

0 aV … 

0 a； 1 j 

0 0 

0 0 


Ib— 1 o 


0 0 

o . 



注： 此题也可直接观察用“凑矩阵”的方法求出 A-、 

12. 由 = |A 2 |"_|A,|， 因此 A 可逆当且仅当 A,,A 2 ，…， A, 都可逆。当 A 

可逆时，由于 


diag{A, ,A 2 , — ,A,) • diag{Ar'.Ar'.— .Ar'} = /. 
因此 A- , =diag<Ar , ,A I , ,-,Ar , >. 

13 •设 


Bn 

b 12 

… Bi, 

b 2 , 


… b 2 . 



… B 應 


与 A = diag{a,/. l ,a 2 ，…， a ‘ I ' > 可交换，则 
a\ 0 … 0 

0 a 2 … 0 


0 0 … a t I' 


B„ fi 12 •• 

B 21 B 22 - 


2* 

B u 

B z , 



B, 2 … 

Bu 

行 

B 21 

Bz 2 

■ b 2 , 

Uz 行 

B„ 

B,z 

■ B m . 

行 

[ai I . 

, 0 

… 

o 1 


0 a 2 Imj … 0 


B tl B a 


a ，U 


比较左右两边的分块矩阵乘积的第块行与第_；块列交叉处的子 矩阵： 


a , I . B „ = 

由此得出， =0。 

当^^时, a, •关屮。因此由上式得，扎 =()• 

从而 ，…， B,}, 其中 Bh 级矩阵， i=l，2，-"，s。 
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14. 


A B\ ②十卜以 - 1 〉① /A B 


于是 


r C o) 


-CA' 


(: 


( A B )=( A B ) 

\c dI vo d-ca- 1 bI 


两边取行列式，得 

A B 
C D 

15. 利用本节命题 4 的结果，得 


原式 = 


I.A | | D-CA X B |. 


1 0 0 … 0 ) 

0 2 0 — 0 

••• ••• •♦蠢 •參 ■ ■■■ 

I 0 0 0 ― n 


( 1，2,3,…，一 diag { l ，2 ，•••，《} 




1 

- 


diag { 1，2, 

J ■一 （ diag { l ，2, … , n )) 1 

1 

(1,2,3，."，《> 




1 




= (- l )" n ! 


I —(1 ，2,3,…， w ) 


y 


=( 一 1)"”！（1 一 71). 

16. 利用本节例17的结论立即得 到：若 Afi = BA ， 则 

A —B| 

B A 

17. 利用本节命题 4 的结果，得 


=| A 2 +B 2 |. 
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原式 = 


m … ,b m ) 


( b 、 ， … ， b 饑) 


18 •令 

则 


利用本章习题 4. 3 的第 13 题的结果•得 
B f B B f C 
CB C，C 

19 •令 


=1 -I- 4- + … + a n b„. 

A = (B ， C). 

叫 = M 

i 的结果.得 

=\ A'A | = | A | J <| B'B I I (TCI. 



r a b 

0 •• 

•• 0 

°1 


a 

0 •• 

•• 0 

B = 

0 a 

b •. 

•• 0 

0 

.o = 

0 

a ” 

•• 0 


0 0 

0 • 

•• a 

b , 

(•r-DXii 

n 

0 •. 

»• a . 


， c =rv) 


则 


由于 


因此 

由于 


=(c :)• 


『I B\ ② + (-c ) ① 


( 7 c ' o ) 


I 1 -' B \ 

\ 0 D — CB I ’ 


I A I = I \\D-CB | = | D-CB |. 
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I D-CB | = 


a 0 … 0 

0 a — 0 


n 0 ••• a 


(1 — n) — nb 0 … 

0 (1 一 n)a — nb ••• 

• • • ••• ••• ••• 

0 0 0 - ( 

n 0 0 

=+ a (— 1) … [(1 

= n^ 1 +a'(l - w)^ 1 . 

因此 — 


习题 4.6 


( to ， 步） = W ( a ，/ n =0 •因此； fea 与塡正 交。 


1. ^k,a t ) = ,a.) = 0 . 

L 由已知条件，得 ( a ，€ r )=0, 从而 a = O 0 
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则 


A =(«1 yOz fOi) 


(负 I 〉 


7_ 

T 


1 一 


33 


= (||1 ftgiftls) 


2 — I ¥1 

o jVn -iyn 

0 0 ^n/66 


=TB 

7. 设正交矩阵 A 为分块上三角 矩阵: 


All 

a 12 

… A,, 

0 


… a 2 , 

0 

0 

… A a 


其中 A , 是 n , 级方阵 ， i = l ， …， J * 
则 I =A'A 


\An 

0 … 

0 


A n 

Aj 2 • 

- A„ 

An A 22 … 

0 


0 

a 22 • 

•• a 2 , 

A；. 

A;. … 

A: 


0 

0 • 

•• A„ 


由此得出， 

A,', A || = I.^A'uAii = O. — .AnAi, = 0 
从而 A" 是级正交矩阵，且 A l2 =0, …， AwtO. 

于是得 A' 22 A„ = ， A’„A 21 = 0 ，…， A 22 A ,.=0. 


从而 A„ 是〜级正交矩阵，且 A„=0, 

— ,A Z ,=0. 

依次下去可得出 

An 

0 … 0 

A = 

0 

a 22 … 0 


0 

0 … A a 


其中 A . 是； i , 级正交矩阵 ，i = l , …， s 。 

8. 取定 A 的第…， i » 行 (“〈“〈... CiJ , 由于 AA ' = J ，因此 

r s …“* )W 〜) 

\<. v x <^< v k < n \ - '扔 ， V 2 ，•••， v * ’ 」 、 V \， V Z ， …， V k ! ，12, …山 
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= AA'f 
2 ， •• 

9. D = diagW 】， 木，… ，么 } 为正交矩阵 

㈡ 1 = DD ，= diag { c /5 — y d \) 

㈡ df = l ， i = l ，2, …，”， 

㈡ d , = 士 l，i = l ，2, …， n ， 

㈡ D 的主对角元为1或 一 1。 

10. 用 A 表示齐次线性方程组的系数矩阵。则 

AA r = (fl 2 +6 2 +〆+/>/ 
由于 a ,6, c , c / 不全为0,因此 AA ' 可逆。从而 

rank ( A ) = rank ( AA ’） = 4. 


•，“、= /卜“ 2 ,… 

. “2，•••“*/ 


因此 IAI 关0。从而这个齐次线性方程组只有零解。 
11. \a+fi \ 2 = («H p.a-f/>) = (a.a)-f-2(a.^) 
= \ a \ 2 + \ fi \ 2 . 

12 •设 a =( ai ， a 2 , …， 〜>，/>=(〜，6 Z ，…， 〜>• 

据 Canchy Bunyakovsky 不等式，得 


m n 

(a./l) 2 ^ (0,6, + a 2 6: + … + a n b m ) z ^ ) ( 2^ ) = I a 2 I I P 2 . 

i-l l-l 

因此 l ( a ,/»|< la | 等号成立当 ft 仅当 a ./» 线性相关。 

13. | a + fll * -|«| 1 +2 Co ^)+ lp ! l < lo |*+2 Ko ^)| + !^ l , . 
^\ a \ l + 2 \ a\\lH + \ fi \ 2 = (\ a \ + \ p \ y . 


由此得出， + 

14. ( o .^)=4-2-3=- l . 


因此 


lal =71+4+9=714,1^1 = V 16 + 1 + 25 + 1= sAJ 

(a.^> =i 


ynyii 


^- 9r2 °- 


习题 4.7 

1. (1) 是映射，单射，满 射： （2) 是映射，不是单射，不是满射; 

(3) 是映射，单射，不是满射： （4) 不是 R 到自身的映射 • 
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1 0 

2 

1] 1 

0 

2 1 

A ―- 0 2 

3 

4 ―- 0 

1 

吾 2 

0 2 

3 

4 ^ 

0 



(0 

0 0 


由此看出， biA 的一个基是 A 的第1列和第2列， dim / mA ==2. 
从而 dimKerA = 4 — 2 = 2 0 
AX = 0 的一般解是 

=— 2 x 3 — JT" 

- 3 

:2 =— ~ 2 Xi — 2 :" 

其中: r 3 ， A 是自由未知憊 ， AX = 0 的一个基础解系是 



从而 || 1 ，|? 2 是 KerA 的一个基。 

3. A 是可逆映射 ㈡ A 是双射 

㈡ A 单射 
㈡ KerA = { 0 } 

㈡ AX = 0 只有零解 
㈡ IAI 关0 
㈡ A 可逆。 

4. 设化学反应式为 

xK0 2 + 3^ 2 0 + zCOz = wKHC0 3 + 1 /O 2 
此式左右两边各原子的个数应分别相等，于是得 



即 



习题答案与提示 


x 一 IV =0 ， 

2x~\~ y-\- 2z — 3u ; 一 2u= 0* 

2y 一 w = 0t 

z — zv = 0. 

此齐次线性方程组的系数矩阵为 

10 0-1 0 

2 12-3-2 

A = 

020-1 0 
0 0 1—1 0 

容易箅出 A 的第1,2,3,4列组成的4阶子式不等于0,因此 rank ( A )=4。 从而齐次线性方 
程组的解空间的维数为 5-4 = 1. 于是方程组有一个自由未知景，取 w 为自由未知暈，则 
1 3 

x = w,y = -^ w,z = w,u = -^- w . 

取 W =4, 得齐次线性方程组的一个基础 解系： 

I) = (4, 2,4,4, 3)'. 

因此上述化学反应式为 

4KO ： +2H z O+4CO J = 4KHCO, +30 2 . 

5. 据例8的结论和本题的已知条件，得 

/(xn , X | 2 . x 2 i tx I2 ) = 800 xu 4 - 450 j ： i 2 4 - 600 xji + 550 x I2 
= 800(80 -b + k) + 450(6 - k) + 600(60 -*) + 550* 

= 100000-3506 + 300*, 

其屮 max {6—80,0>^*^ min {6.60} ,0^6<140. 

当商店的存储产品的吨数 6 给定时，分两线性情形： 

情形 1 0 < 6 < 80 •此时 0< ifc < tnin {6,60}。 

从运输费用函数/的解析式看出，当 A =0 时，/达到最小值。 

即当 ■ r l i =80-6， x l :=6,_ r 21 =60，: c l :=0 时，运输费用 最低： 

/(80 —6,6,60,0) = 100 000 — 3506. 

情形2 80<6<140•此时6—80<*<60。 

于是当 A =6—80 时，/达到最小值 ， 即当 

Xu = 0, xi 2 = 80, x 2 i = 140 — bthz = 6 — 80时， 

运输费用 最低： 

/(0.80.140 —6,6 —80) = 76 000 — 506. 
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第 S 章矩阵的相抵与相似 


习题 5.1 

1. (1) 由〜的定义易验证它具有反身性、对称性和传递性。 

(2) 点 P 的等价类 P 是过点 P 且与 I 轴平行（或 重合〉 的一条 直线。 闵此商集 t / 〜 
是由: r 轴以及所有与 x 轴平行的直线组成的集合。 

2. (1) 由于经过原点 O 的一条直线 Z 。 是几何空间 V 的一个子空间，因此容易验证〜 
具有反身性、对称性和传递性. 

(2) | =< a € V | o —^6/ o } = ( o 6 V | a —^= n . i |6/ o > 

= !^+ ijlij €/ o>=^+/o 

于是当时，卢是由直线 Z 。 沿向 ft /»平移得到的用形，因此当 / h ^ O 时，在是经过向 fi/J 
的终点且与平行的直线，当 P =0 时 j 就是直线 

(3) 商集 V / l „ 是由直线4以及所有与/。平行的直线组成的集合。可以把所有等 
价类的代表都取成过原点 O 的一个 平面; r 。 内的向 ft . 于是等价类到它的这种代表的对应 
法则就是商集 V //。到平面 T 。 的一个映射，且 < r 是满射和单射，（因为经过一个点有且只 
有一条直线与直线平行）•从而<»是双射。 

3. z /( 2 ) = {5,!>, 其中5是偶 数集, 了是奇数集。 

4. Z /(3) = {5 ,了,芝}，其中 5={3 m | m € Z } ,1= i 3 m + l | m € Z ) ,2= <3 m + 2 | m 6 Z } „ 

5. 5 种 划分： 

< {a} . { b ) ,{c)}, {{a>. {6,f}}. {{6}, {a,c}}, 

{{c> Aa , b ). {{a ， 6 ， c}L 

5 个商集，同上所述。 

习题 5.2 


0 \ 

\0 0 / 


( 2 )( 1 ,, 0 ); 


'0 


)• 


2 . 计算出它们的秩都为2,因此它们相抵。 

3. 考虑 C ,'， C 2 '，利用本节例4的结论立即得出结果。 

4. 类似于本节例6的证法。 

5. 类似于本节例7的证法. 




6 . 


/I — A 0 \ ① + a •② /I — A A — AB \ /I — A I — AB \ 

\ 0 I — b) " \ 0 I-B / ② + ①•广 V 0 1-B / 


/1 一 A 0 \ 

rank ( / — A ) -4- rank ( / — B ) = rank ! ) 

V 0 I-B) 

. / I-A I - AB \ • 

=rank ( 。 j B ran ^^^ ~ AB). 


7. 由于 rank ( A + BXrank ( A )+ rank ( B ) ， 因此只要证 rank ( A + B ) ^ rank ( A ) + 
rank ( B ) 0 

由于 nmk ( A 2 ) = ra nk ( A ), 因此据本节例 9 的结论得，矩阵方程 A 2 X=A 有解， 即存在 
n 级矩阵 C , 使得 A 2 C = A P 

/A -f B 0\ ② + A •① /A + B 0\ /A 4- B A + B 、 

I 0 0/ " \ A 2 0/ ② + ①會 V A 2 A 2 / 

[A + B - A 2 C - HAC-f A - f - B ] /A + B B \ 

② + (D •(- AO : [ A 2 - A 2 C + A 2 J ~ V A 2 0 ) 

IB A -f B \ 

~(0 .®T \ o A 2 / 


=rr :: 


rank(A -f- B) — rank^ ^ ^ g)=rank(^ ^二 rank(B) -f rank(.A 2 ) 

=rank(B) rank(A). 

8. 只 要证： 存在正整数 m 使得 

rankCA" 4- B") ^ rank(A") 4 - rank(B"). 

从 4.4 节的典型例题的例 13 的证明过程看出，存在正整数 m ， 使得 rank(A- +, ) = rank 
(A"), 然后采用类似于第 7 题的证法。 


习题 S .3 


1.由于 ra nk(B> = r ，因此存在 s 级、 r 级可逆矩阵 P、Q， 使得 

b O • 

B =Q- l Ur.H)P~ l 


从而 
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于是 


B B=Q l U r , H)P- l P^Q=Q~ l l r Q = I r . 


2. (BC)(C^ B~ )(BC) = B(CC~ )(B~ B)C 
由于 c 行满秩，因此据本节例 i 得， ccr = 厂。 
由于 B 列满秩，因此据第 1 题得， 

从而 (BCKC B* )(BC) = B/ r / r C = BCo 

因此 C"B- =(BC)~ 

3. (1) 


A = 




2\②+① • 4 

-J -^ 



0 



于是 

//, 0 

P(2,l(4))AP(l,2(3))P(l,3(-2)) = 

VO 0 


从而 


令 


A = P(2a< - 4)) (o 0 0 卜 ’ 幫 ⑽ -3” 


0 

0 
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0 0 01 10 0 0③+ (2).(—1〉 0 0 0 


于是 

P(2( — l))F(l,2(-4))F(3t2(7))P(3a(-3))F(2 t l(2))BP(l t 3(-5))P(2,3,(-l)) 


令 


则 


从而 


P , =P(2(-1))F(1,2(-4))P(3,2(7))P(3,1(-3))P(2,1(2)) 
Q *=?(!,3(-5))P(2,3(-1)), 






: Q-i 


0 1 A, 

it d x 


P~ l 


1 —5 fi — 5^2 


I —Sd 




l 一亡 2 iit—d 


P 


it dz 

-7+35?, +10^ + 11A, -555 -4 + 206+5~+7& 355 h,-5d 

— 2 + 7^i +2^2 +ll^i ~\\d 一 1 + 4 亡 i + 亡 2+7 瓦 i—7d h \ —c/ 

— 7^i — 2 c 2 + ll5 ~4 ci + 7^ 3 

其中心，/： 2 ,6,4,5是尺中任意数。 

( 3 ) 

② + ① .4 ,13 — 35 301 ,1 — 35 301 


AB 


• 4 /13 一 35 30\_^ /I 

一 lo 0 0 VO 

1 0 0 \ 

0 0 0 / 


②+① • 35 
® ⑦ • （一 30> 
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于是 

令 

则 

从而 


P(2,l,(4))(AB)P(l(^))P(l,2(35))P(l,3C-30)) = 

p-i=p(2,l,(4)), Q * = P(l(^))P(l,2(35))P(l,3(-30)) 
/Ji 0\ 

AB = P [ Q 
\0 0 / 


(AB)' 


1 



1 + 4走 

k 

gl 

P ' 

-Q l \ 


gl 

^2 R2, 



，2+4g2 

S2 


. 4 , 30 120 ,35 ,140 1 , 30 ,35 

+ 13* _ 13 ez " IT ^ + 13 e, + TT gl 13* _ 13^ + 13^ 


13 

ei~\-Agi 

^2+4 g 2 

其中 ，《 2 ，☆，g 2 是 fC 中仟意数。 

注： 从第 3 题可以看出，一般地 

(AB)-^ B~ A~. 

4. 类似于本节例8的证法。 

5. 设 rank(A) = r， 则存在 s 级， n 级坷逆矩阵 P，Q， 使得 


gi 

gz 


从而 


A = p( lr °) q . 
VO 0/ 


写出 （AV 的公式，然后与 （A—〉' 比较. 

6 . 若 A 列满秩，则 A' 行满秩，对 A'X' = H '由例2和第5题的结论，可得 

X = HA -. 

7. (1) 若式0。考虑1级矩阵 A = 显然久=(厂丨）是 U) 的 Penrose 方程组的 

解，因此 

(2) 若々 = 0,由于 (T =0。因此，结论显然 成立。 

若 k 共0, 易验证是 M 的 Penrvse 方程组的解。 
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E'ED = 




[ A , 0 

0 A t 


[ A , A 2 
A, A 2 


A . 

A , 


因此 


- E'ED = 


0 + 

©+(-U •① 


U 

0 … A,j 

[■Ai A 2 

… A , 

Im — A \ 

一 A z … 

A , 、 


一 4 

/■一 A 2 … 

一 A , 


一 八1 

一 a 2 … 




OH (3) 
① + © 


J ■一 A ， — A 2 

-i. i. 

- i . O 


- 2^ ~ At 
i-l 

o /. 


— A , 

0 


— A , 
0 


0 


0 0 


容易证得最后一个矩阵的秩等于 rank(J ■— A) + G—l > n 。 

从而 rank (/ » — £ ， ED) = rank(/. — A) + (j— l)n. 

12. 由于 / 是幂等矩阵，因此从第 11 题结论立即得到本题结果 • 

13. 必要性，设 AXB=C 有解；则 = 从而 

C= AX 0 B = (AAA- )X 0 B = AA~ C, 

C= AXoB ^ AX 0 (.BB- B) = CB~ B. 

充分性。 &C=A/TCJ_C = CB—B , 则 C=A>r(CB-B)=A(>TCB-)B 。 从 
而是矩阵方程 AXB = C 的一个解， 

易证 X=a,-A-A)Y+Za m -BB-) + U.-A-A)W(I,-BB-) 

&AXB=0 的通解，其中 y,Z ， W 是 K 上 任意 ” Xm 矩阵 • 从而 

X = A- CB-+U.-A- A)Y+ZU m -BB--) + (.I.-A- A)WQl m -BB~) 

是 AXB=C 的通解，其中是 K 上任意 nXw 矩阵 • 

14. 必要性 • 设 AX-yB = C 有解 U 。， 则 AXo-hBsC , 从而 
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C = AX o - Y 0 B = AA ' AXo - YoBB - B 

= AA - AXo - AA - YoB + AA - YoB - YoBBB + AXoB - B - AXoB-B 
= AA -( AXo - Y 0 B ) + (. AX a - Y 0 B ) B - B + AA ~ Y 0 BB - B - AA ~ AX 0 B ~ B 
= AA ~ C + CB ' B - AA - ( AX 0 - y 0 B ) B _ B 
= AA ~ C + CB ~ B - AA - CB ~ B . 

充分性。设 C = AA - C + CB - B - AA - CB - B，J 
C = A ( A _ C )-[( AA '/,) CB -] B , 

因此 X = A - C , y =( AA - — UCB _ 是 AX~YB = C 的解。 

易 验证： X=A ZB + U •— A - A ) W , y = Z -( f ,_ AA—)ZBiT 是矩阵方程 AX_YB = 0 
的通解，其中 Z , W 分别是 K 上任意 sXp . nXm 矩阵 a 从而 
X = A ~ C + A ~ ZB + U .- A ^ A ) W , 

Y =(. AA - - I ,) CB - + Z - U ,- AA -) = BB -, 

是矩阵方程 AX — yB = C 的通解•其中 Z . W 分别是 K t 任意 S X />、 nXm 矩阵。 

习題 5.4 

1 . 由矩阵相似的定义立即得到. 

2. 由于 A 可逆.因此 AM < AB>A = BA , 从而 AB 〜 BA 。 

3. 由于 A , 〜 B ,, 因此存在可逆矩阵 P ,, 使得 

( P , 。广 A , 0 | | P , 0 |_ ( Pr ' A . P , 0 

|o P 2 o a 2 |1 o p :|— I 0 P ?' A 2 P 2 

因此 

( Al 0 1 〜 l B ' 0 1. 

[o a 2 ] [o b 2 \ 

4. ( P - 1 AP )( P ' 1 BP ) = P " , ABP = P -' BAP =( P - , BP )( P _1 AP ). 

5. 对任一可逆矩阵 P , 都有 P 'IP = I . 

6 . 对任一可逆矩阵 P , 都有 P - UifeDPsUDpypsW 。 

7. 与例 1 的证法 相似。 

8 . 任取 sefl ” 由于 SA = AS , 因此 A = S — MS , 从而 

(. SP 0 y ' A (. SP 0 ) = P ^' S-'ASPo = / VAP 。 = B . 

于是反之任取 fl ,, 则 l / HAt / sB 。 从而 

(. UPo ' y ' MUP ；') = PoU -' AUPo ' = PoBPo 1 = A . 

于是 A ( t / p 0 - , )=([/ p 0 - 1 ) a 。因此 up , 1 ea , 且 u = a / p 0 - , ) Po . 





• 486 • 


高等代数学习指导书（上 册） 


9. 因为 AB—BA = A ，所以据例 12 知道， A 不可逆。 

由于 A 是 2 级矩阵，因此 rank(A><l 。 若 rank(A) =0, 则 A = 0 。 从而 A 2 =0 。 下设 rank 
(A) = l 0 于是可设 

A =(::) 一 二 . 

由于 — BA=A ，因此 tr(A) = tr(AB) — lr(BA)=Oo 

从而于是 

A 2 = j(ai ,a 2 )^' )<ai fa 2 ) = (k,a, +k 2 ai)A = 0. 

10. 若 it=l .则 / r ( A >= O "( AB - BA >= tr ( AB >- zr ( BA ) = 0. 下设 *>1. 由于 A * = 
A • A *' 1 = (AB - BA ) A * * 1 = ABA *' 1 - BAA k ~', 

因此 tr<,A k ) = tr(ABA k 1 )-fr(BAA 卜 1 ) )] —fr[OMH )A] 

= 0 . 

11. 当 * = 1 时，显然有 《 r(C>=0 。 下设 fc>l 。 

C*= CC*-' = (AB-BA)C* 1 = ABC" ' - BAC^' 

由于 AC=CA, 因此 C* = ABC*_ 1 -BC*— 1 A. 

从而 tr(C*) = ir[A(BC*-')]-/r[(BC*- , )A] = 0„ 

12. 先证 A 是幕等 矩阵。 

A ! (i；0 = y.A(i,k)A(.k,0 = A(i,«)A(i,*') + ^A(.i,k)ACk,i) 

=(1 一 6 ; ) 2 + (—y/b,b k )(-~Vbi,bi) 

裊忒 i 

= {\—bi) z + fe, 2 = O — 6, ) 2 4- 6, (1 — 6,) = (1 — 6 , 〉 

k^l 

=i = 1 ， 2 ,…， ；！ 

当 *» 时 

A 2 U,j) - ⑷ )> 

*-1 

= AUtOA(.itj^+A(.i ； j)A(.j,j) + ^AUtk)A(.ktj') 

=(1 — bj ) ( 一 + ( — )(1 — bj ) (1 一 6 • — 6 , ） 

= 一 -/bfij = A(i ； j) 

因此 A 2 =A 。 从而 
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于是 


rank(A) = tr(A) = ^ (1 一 6,) = n — 1. 





习题 5.5 


Cl ) A 的全部特征值是 1( 二重>,10。 
A 的属于1的全部特征向量是 


[ 

-2 


2 


卜 

1 

+走2 

0 


1 

0 


1 



, k 2 e fc , 且不全为 o ^. 


A 的属于 10的全部特征向 ft 是 



1 


1 

k 

2 

一 2 


k e k ， 且走关 of 


注： 特征向*的答案不惟一，以下同. 
(2) A 的全部特征向量是 1,3( 二 *)• 

A 的厲于1的全部特征向燉是 


2 1 


I 

0 

一 1 


k e k ， 且 


A 的属于3的全部特征向量是 

I * -1 k e / c , 且走关 o |>; 

(3> A 的全部特征值是 2( 二重），11。 

A 的属于2的全部特征 向最是 


L, 


- hk 2 

1 

0 


k ,, k 2 e k , 且不全为 

I 

0, 


-1 


J 


A 的属于11的全部特征向量是 
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J 2 1 

k e k , 且 a 关 

1 \L 

(4) A 的全部特征值是一 1( 三 重）。 

j 

A 的属于 一 1的全部特征向置是 
( 1 


f I 

k e k ， 且灸尹 

\ \ L 

(5) A 的全部特征值是()，1，一 1. 

j 

A 的属丁 - 0的全部特征向暈是 

/ 1 


f _； 

k e k, 且走关 of ， 

) 

/\的《于1的全部特征向董是 

( 1 


[; 

k e k ， 且灸关 

) 

A 的诚于 一 1的全部特征向1是 
/ 1 


[：! 

k e K . Kk ^ oi ,, 

2 . <1) A 的全部特征值是 

， 

A 的属于 l + V ^ i 的全部特征向量是 

W；) 

k 6 C , 且 k^O ； 

A 的属于 l _ VIi 的全部特征向量是 

j-tp'J * € C ， 且 

如果把 A 看成实数域上的矩阵，它没有特征值。 

(2) A 的全部特征值是 l . i .- t . 


A 的属于1的全部特征向量是 
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|* ec ， 且以 oj *， 

A 的属于 i 的全部特征向*是 

f 1 -2i 

Ik -i + i k e c , 且 

a 的厲于 一 i 的全部特征向量是 


f 

l +2 i 


I 

1 

-1 -i 

一2 


k G C , 且 


如果把 A 看成实数域上的矩阵，它只有一个特征值1。 

3. 设 A 。 是对合矩阵 A 的一个特征值，则有 a 关0,使 Aa = A „ a . 

从而 由于 A 2 = / ，因此 BP ( a 5~ l)o = 0„ 

由于 a 关0,因此 A § —1 = 0. 即义。=士1. 

当 A =/ 时，1是 A 的特征值，一 1不是；当 A = _/ 时， 一 1是 A 的特征值，1不是》当 
士 J 时 d 士 A 关0,由于 

rank ( J — A ) 十 rank (/ + A ) = n . 

因此 rank (/— A ) = n — rank (/+ AXn . 

从而 |/- A |=0, 从而 1 是 A 的一个特征值。 

类似地可得，一1是 A 的一个特征值。 

4. 由于复数域上的多项式必有根.因此复数域上的方阵一定有特征值。设 A 。 是同期为 
m 的 n 级周期矩阵 A 的一个特征值。则在 C •中存在 <* 关0,使得 A *= A e <*。 从而 A " er = A ? ii 。 
由于 A - = I ， 因此 a=d BPUr — l)flt = 0, 由于0#0，因此# — 1 = 0。从而 A 。 是 m 次单 

位根。 

5. 提示， | A /- A , | = |( AJ - A ) , | = lA /- A |. 

6 . n 级矩阵 A 有特征值0« |0 f _ A |=0 ㈡ | A |=0. 

7. 设 / fe #0, A 。 是 n 级矩阵 A 的 Z 重特征值。把 A 的特征多项式 UZ _ A | 在复数域中 
因式分解，得 

I A/-A 丨= ( A—AoVU — AVh.a — h )，- (1) 

其中 A 。 ，Ai ，…， A „ 两两 不等。 

A 用 I ■代人，把 (1> 式左端展开成 A 的多项式后，从 （1) 式得 
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从而 -M I = U — W 。 V (A — 以, V，… （A — V -. 

由此看出，以。是 M 的/重特征值。 

8. 设 A 。 是《级矩阵 A 的/重特征值。把 A 的特征多项式 IA / — AI 在复数域中因式分 
解.得 

I A / - A | = ( A - AoVa - A,)， ■… (A — A ,)，.， 

其中 A 。 4，…, A , 两两不等， Z + A + … 

令$ = e # .据第7题的结论得 

I AJ -$A | = (A-$U) ，（ A — 疾 … （ A-$U'. 

I ai-^a |= … （ a - ⑴ , . 


I xi-r 'a i= (A-r^AoVu-r^AiV'-a — r-w. 

把 t 述 m 个式子相乘，得 

I (XI - A)(,XI - $A)UI - ^ A)-iXl - A) I 
=[(A-Ao)(A- 5U)...(A- r^Aj-.lKA -/UU -SU … (A - m 


由于 

因此 (2> 式右端为 


A" -6" = (A-6)(A-^)-(A-r"'fr). 
(A" - A? )* (A - - A? )*' - (A" - A：)' - 


由于因此 


I 1, 当； n 为奇数. 
1-1. 当 m 为偶数. 


由于 

A' - 1 = (A-1)(A-6)(A-^) —(A-f^ 1 ). 
因此当时，（6>式右端; T 〜的系数应等于0,即 

2 (-?>)(-?* )•••(-?•) = 0. 

利用 （5) 式和 （7) 式，可直接计算出 

( AJ - A ) a/ - $4 ) CAI - e 2 A ) - (A/ - r" 1 A ) 

= X m I-A m 

利用 （8) 式和 （4) 式， （2) 式为 

I a -.j_a-* i= ( ； r- 入 ^) , (A■"-A^) , 、…（A — 入 ^) , • 


( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 

(7) 


(8) 

( 9 ) 
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A " 用 A 代入，把 (9) 式左端展开成; I 的多项式后.从(9>式得 

I A/-A- |= (10) 

从 （ 10) 式看出， A? 是的特征多项式 |Af_A"l 的至少/重根，从而 A? 是 A" 的至少 Z 重 
特征值。 

9. 由本节的命題1和 4. 3节的典型例题的例11立即得出此题的结论。 

10. 的特征多项式 | A 7_ A | 在复数域中的71个根（它们中可能有相 

同的），则 - 

I XI — A | = (A — Ai)(A — A Z ) — (A — A .). 

于是 IA /— A | 中 ; T •的系 数等于 _ a + A ,+"，+ A .>, 常数项为 （一 DUfA ,. 又据 
本节的命题 1 得 ， UI — AI 中 A ” 1 的系数等 T - tr ( A >, 常数项为（一 1)"| A |。 

因此 Ai +A: + … +A,=tr(A> 以山 … A_= |A | 。 

11 . 由本节的例10和例12的结论得,&+嘁 A 都是的特征值。由于齐次 
线性方程组 ( feJ _ A ) X =0 的系数矩阵为 _6> J , 而因此解空间的维数等于》—1。从而 
A 的特征值 6 b 的代数重数大于或等于由于 A 还有一个特征值&+必，，因此&是 A 
的 n _ 1重特征值，& + n 6 i 是 A 的一重特 征值。 

A 的厲于 b a + n b , 的所有特征向 M 组成的集合是 

u/, I k e q , 且是 #oh 
A 的属于6。的所冇特征向量组成的集合是 

{怂 切 + 走 2 巧 2 +…+ 丨是 1 ，走 2，… ，K Q ， 且它们不全为 0 } ， 

其中 



12. 类似于本节例10的解法， A ' A 的全部特征值是 2 a - l0 ( n _1 重）。 

• ■I 

A ' A 的属于 $； V 的所有特征向量组成的集合是 
1-1 

{k(ai ， fl2 ，…， “《)' I 灸 €: R ， 且々尹 0} ; 

对于特征值0,解齐次线性方程组(0/—4、）龙=0. 
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由于 = 0 的解空间的维数等于 n-rank(A / A) = 7i-l. 

因此有 n-1 个自由未知董。从而 （11) 式是 A'AX = 0 的一般解公式^ m +l , 
A 为自由未知 fi, 于是得到一个基础解系为 

0 

a . 

0 

0 

—a 2 
0 

0 

因此 A'A 的属于 0的所有特征向最组成的集合是 

+々2»|2 + …I ，是 ”…， K R ， 且它们不全为 0}. 

13. 由已知条件得， n 级矩阵 A 的特征多项式 U/ — AI 在复数域中的因式分解为 


I A/ — A | = (A — Ai ) (A — Az) ••• (A — A,). (12) 

(1> 设 g(JT> 在复数域中的因式分解为 

g ( x ) = tf(x — fliHx — / X2 ^ (.X — (13) 

I 用 A 代人，由 （13) 式得 

g(A) = 6(A — /xi I)iA — 户 2 J> … (A — /ini'). (14) 

x 用幻代人，由 （ 13 ) 式得 

gUi ) = biXi 一—户2)."(又.一户”） =^1 T 一妁〉. （ 15 ) 

i-i 

由 （12) 式得 

| A-A/ |= (Ai -AKA 2 -A)-(A li -A). (16) 

A 用心代入，把（16>式左端展开成 A 的多项式后，由 （16) 式得 






习题答案与提示 


• 493 • 


I A —/i,/ I = (Ai — fij ) (A 2 —//>) —(A„ —/i>) = JJ (A, 07) 

1*1 

由 （14)、（17)、（15) 式 


I g(A) |=6-| A- hx l || A-pJI … I A-^ m I |=6"JX I A —灼 J I 

=6-nn ； (A,-^)=6-nii(A.- W ) 

> —1 i —I I" 1 >■ 1 


=11抑.-〉. 


(18) 

(2) 任给数域 K 上一个多项式 / U ) •令 



g ( x ) = X — fix ) * 

(19) 

其中 A 可以取任意一个复数， 

当 A 任意取定一个复数后，对 g (: T ) 用第(1>小题的结论得 


1 g ( A ) 丨= 

I 

(20) 

■ r 用 A 代人，由 （19) 式，得 

g ( A )= Xl ~ f ( A ). 

(21) 

x 用 A . 代人，由 （19) 式，得 
由（20>、（21)、(22)式，得 

^( A,)=A —/( A ,) 

(22) 

丨 AJ 

-/( A ) |= f [[ A -/( A ,)]. 

(23) 


(23> 式对 A 取任意一个复数都成立.于是（23>式左端可以#成是变量 A 的多项式函数， 
(23) 式就表明 A 的多项式函数 Uf -/( A )| 在 / a ),/( A :>, …， /( A ,) 处的函败值都为 0. 
从而 /( A 山 /( A 2 ), …， /( A ,) 是 /( A > 的特征多项式 | AJ _/( A )| 在复数域中的全部根 • 

14. 由于 AA ，=| A |/, 因此 A ，=| A | A -1 , 由本节命题1和第9题的结论得 A ' 的全 
部特征值是 

又 2 又 3 …又晴 «AiA 3 … A • ， … *AiA 2 

15. 设 A 的特征多项式的全部复根 A ,， A :， …， A ,, » J | A |= A , A ,- A .. 

据第12题的第 （2) 小题的结论得， / — A 的特征多项式的全部复根是 1_ A ,，1— A 2 , …， 
1- A .. 由已知条件，得 

I 1-A, |< 1 

若入. 是实数，则_1<1 一 A ,<1, 从而 0< A <<2. 

若 A , 是虚数，则 t 也是 /_ A 的特征多项式的复根。 

由于 A , 位于复平面上以（1，0)为圆心、半径为1的圆的内部，因此0< | Ai 丨 <2。 
从而0<4尤<2 2 。 

综上所述，得 
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0<| A \<2\ 

16. 利用 4. 5节的典型例题的例22的结论，得 
_ • A/.-A - A " 1 

| Xl 2m -G |= A , I = I Af, - A - A" I I A/. - A + A" I 
一 A" A/, — A) 

据本节第 12 题的第 （2> 小题的结论得 ， A + A _ 的特征多项式的全部复根是 A ,+ A 「， 
«=1,2 , A — A - 的特征多项式的全部复根是 A .— A ： ■，:=1,2,…，； I 。因此 G 的特征 
多项式的全部复 根是： A ,+ A 「, A ,-； ir , f = l ,2， m , n 。 

习题 S .6 

1. 习题 5.5 的第1题中： 

(1) A 可对角化，令 


则 p -' AP = diag < l , l ,10} 

(2> A 不能对角化； 

(3) A 可能角化。令 

P = 1-2 0 11 , 

1 0 -1 2 ] 

则 p-'AP = diag {2,2, ll >; 

(4) A 不能对角化 ■ 

(5) A 可对角化•令 

P = 

则 / J -'AP = diag {0, l ,- l }. 

习题 5.5 的第2 题中： 

(1) 复矩阵 A 可对角化，令 



则 p-'AP = diag { l + y 3 i , l - V 3 i > ( 
实矩阵 A 不能对角化。 

(2) 复矩阵 A 可对角化，令 
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则 P 1 AP = diag { l , i ,- i }. 
实矩阵 A 不能对角化。 


2. (1)|A7-A|= A 1 2 =(A-2)(A-3) 

1 A — 4 

对于特征值2,解齐次线生方程组 (2/ — A > X =0, 求出一个基础解系 
对 T 特征值3,求出齐次线性方程组 （3/ — A > X =0 的一个基础解系 ( j 。 



则 p -' AP - diag {2,3}. 

从而 

T 叫；； LX; 1 

— 2 -rH 一 3_ 2(3--2") \ 

V 2" - 3" 2(3" -2 -r_1 )/ 

(2) |A/-A|= A , ^ 2 , =(A-2)(A + 1) 

一 1 A — 1 1 

对于特征值 2, 求齐次线性方程组 (27_ A ) X =0 的一个基础 解系： 
对于特征值一 1，求 （一/— A ) x = o 的一个基础解系 



则 P-'AP = diag <2, - 1> 

^= p (o -i)" p,= (i -?)( 2 o (-V) 卜 m) 
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—丄 f 2 " + ( 一 1)_ 2 2解， 1 一（一】 )"2 x 

一了 1 2 鱗 + (- l )^ 1 2# 1 —（一 1)" 厂 

3. 如果八=士/，那么 A 已经是对角矩阵。下设 A 关士/，由习题 5. 5 的第 3 题的结论可知， 
1和一 1都是对合矩阵 A 的特征值。设 rank(J+A) = r。 由于 rank(f+A) + rank( J—A) = n， 因 
此 rank(/-A) = n-r 0 属于特征1的特征子空间 W, 的维数为 

dimW , = w 一 rank ( J 一八）=；|一 （ n — r )= r ; 

属于特征值一 1的特征子空间…-，的维数为 

dimW_i = n — rank (— / — A) = n — rank( J + A) = w — r. 

由于 dimW, H-dimW-, =r+(w—r) = ti ， 因此 A 可对角化。 


A 的相似标准形为 diag {— 

4. 由于 

A2 = (o -tJ(o -tJ=(o l) =L - . 

因此 A 是对合矩阵。据第 3 题的结论得, A 可对 角化。 

5. 据习题 5.5 笫11题的结果得， A 的全部特征值是： b 。 十 nb 、， b Q ( n - l 重），且 A 有” 
个线性无关的特征向*，因此 A 可对角化。令 

11 1 …1 

1 一 1 0 … 0 

P = 1 0 - 1 … 0 ， 

: : : : 

1 0 0 … 一 1 


则 P~ l AP = d \ ag { b 0 -\ nb \ *6 0 • — ，6 0 }• 

6. 据习题 5.5 第 12 题的结果得 ,A'A 的全部特征 值是： t af,0(n-l »)，且 A'A 有 

/-I 

”个线性无关的特征向量，因此可对角化，设 d •关0。令 


P = 


0 


a 卜1 0 

a, 一 a, — 

a^i 0 0 


a n 


0 


0 
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PJP ' A ’ Ai^diag {土¥，0，."，0}。 

卜1 

7.情形 1 «〆 = (),则 

设 a ,^0,6, 关0,则 0 屯#0。从而 A 关0,据本节典型例题的例2知道, A 不能对角化。 

情形2 < */» / 尹0，则 0 ^ / =($； 0 ,6,)有特征值&« 2 ,6,( — 重）。 （1) 是属于的一 

i-1 i-l 1-1 

个特征向量。从而 A = ^ a 有且只有一个非零特 征值： ^>,6,(_重>,矿（1)=矿是八=/|'« 

/-I 

的属于 i >,6, 的一个特征向量。 

/■I 

rank ( A ) = rankC /^ a ) < rank ( a ) = 1•设 a •尹0,6> ^ 0. 

则 a 九夫0,因此 A 古0。从而 rank ( A ) = l 。 由于 n > l ，因此 IA | =0。从而0是 A 的一个特 
征值。解齐次线性方程组 (0 J _ A ) X =0, 即 AX = O a 它有 71 — 1 个自由未知量。从 AX = 0 
的第 j 个方程为 一 

x . ss -^ l Xl - b i ^ rl x 

=一 — — — —x*_i — —Xh-i — — —x H 

a* a. a. a t 

于是: ^ ，-, x ,_, ，: ivm , …， x •是 自由未知录。由此求出 AX = 0 的一个基础解系为 

0 
0 

0 

— a . 


于是 A 有 n 个线性无关的特征向量，从而 A 可对角化。 

令 

b\ a, … 0 

b 2 0 … 0 

p ='： : : 

o , — a \ …— a m 

b n 0 … a t 
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则 F^AP = diag { ，0,…，0 } • 

8. AB 与有相同的非零特征值，且重数 相同。 

BA = 

A + 4 2 

丨"-餘 — 3 = A ^3 A + 2 = (A + l)CA + 2). 

BA 的全部特征值是一1，一 2. 

对于特征值一 1,求齐次线性方程组 （一 /_ BA ) X =0 的一个基础 解系： (_ J . 

对于特征值一2,求 （一2 〖一 A > X =0 的一个基础 解系： (]). 

对于 A « 的全部非枣特扯值是一 1( 一重） ，一 2( 二重） • 

AB 的 属于一 1的一个特征向最是 

(3 卜- I . 

一 6 

AB 的 属于一 2的一个特征向量是 

2 

(;)=-;• 

-2 

由于 rank ( AB >< rank ( B > = 2, 因此 | AB |=0. 

从而0是 AB 的一个特征值。解齐次线性方程组 ( Afi ) X =0: 

…+ 

0 1 -1 + 

0 0 0 0 
0 0 0 0 







一般解为 
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I A / - A | = A 2 - yA - y = ( A - l )( A-f y 
对于特征值 1, 求出 （/_ A ) x = o 的一个基础 解系： ( J ); 


x\ =— x % — -s-x,, 


其中： r 3 ， A 是自由未知最.于是得到一个基础解系为 




1 

1 

-1 

* 

0 

0 


— 2 


由于 A 有4个线性无关的特征向 M , 因此 A 可对角化。 

令 


P= |-3 -2 -1 01 

-2 0 - 2 ] 

则 p -'( AB ) P = diag {- l ,-2,0,0}. 

注：此题也可直接求求出 AB 的全部特征值，然后求出特征向 

9. 


由此得出 






! T D ， 
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对于特征值_|，求出 (一 + I _ A)X = 0 的一个基础解系： ( 

-C -；)* 

p-'AP = diag | l ,- yj . 


A* = P 1 P 
0 


=(;-;)o (-+)*(- 


经计算可得 


a * = j[ l+(_1) H 

10. |A/-A|=(A-l)(A-2) 2 . 

2 

对于特征值 1, 求出 （/ 一 A ) X =0 的一个基础解系：一1 ; 

2 

对于特征值2,求出 （ Z — A ) X =0 的一个基础解系。 


5 


3 

1 

» 

0 

0 


1 


则 

从而 


2 5 3 
P = -1 10 

2 0 1 
p- , AP = diag{l,2,2}. 


1 0 

0 

100 2 

5 

3] 1 0 

0 

A 100 = P 0 2 

0 

p-i = -1 

1 

0 0 2 ,0 ° 

0 

0 0 

2. 

2 

0 

l] 0 0 

2 100 
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2 — 2 100 - 10 + 10 • 2 100 -6 + 6 • 2 100 

=一 1 + 2 100 5 -4 • 2 ,0 ° 3 - 3 • 2 ,0 ° ， 

2-2 • 2 ,0 ° -10 + 10 • 2 100 一 6 + 7.2 100 

11 . 设一年后生产的这三种产品的数置依次为 c ,, q , (: 2 ，令 y ==( Cl , C2 , C3 )'。 由于生产 
c , 个单位的产品 P ,; 需要消耗掉个单位的 P ,， 因此初始投 人的匕 的数量~应 满足： 
b, = a^Cj +a 2> c 2 + a 3 >c 3 • > = 1*2.3. 

由此得出 


V 


an a n a 3 i j 


Cl 

bz 

= 

a 12 O 22 022 


C Z 

bz 


flu a23 «33 , 


Ci 


即 fi = A l y . 

由于要求一年后这三种产品增长的百分比相同，因此7=邙，其中 A 是正数。于是有 
ft = Akp 。 即 = 因此，应当是 A ' 的一个特征向最.而增长的百分比等于 A — 1,其 

中走等于 a ' 的一个特征值的倒数， a 这个特征值是 止数。 

12 . |A/-A , | = U/-A|=(A-0.8)(A+1) : . 

于是 A ' 的全部特征值是0.8,一 0.1( 二 重〉. 

对于 A ' 的正特征值 0.8, 解齐次线性方程组 (0.8/_ A '〉 X =0。 求出一个基础 解系： 


12 J 

因此 P ,, P 2 ，朽 初始投人的数饊应当按照2 > 1 > 2的比例，这样才能使它们一年后按同一 
百分比增长；这个增长的百分比等于^一1 = |一1=25%， 

13. A 的特征多项式 | Af - A |= A 2 —作 ( A ) A +| A |, 判别式 d =-[* r ( A )： P -4| A |， 由于 
| A |<0, 因此4>0。从而 IA / — AI 有两个不相等的实根。因此2级实矩阵 A 可对角化。 

14. 由已知，存在尺上”级、 m 级可逆矩阵 P , Q , 使得其中 
D . H 分别为; I 级、 m 级对角矩阵。据补充题四第26题结论得 

A®B= (,P-'DP)®(Q-'HQ) = (.P-' ®Q ')(,DP ® HQ) 

= (P®Qr'(D(S) H)(.P®Q'>. 

显然 D ® H 是；级对角 矩阵； 因此 A ® B 可对角 化。 
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习题 S.7 

1 0 0 

0 1 0 ； 

0 0-8 


<2) j 

丁 = -1^ i 

0 吾 




⑷0 j 
o > - + 

r= >。_音 

0 Y ~\\ 

2 . 类似于命题2的充分性的证明。 

3. 类似于本节例6的 证法。 

4. 据第3题的结论得，存在”级实可逆矩阵 P , 使得 P ^' AP 为上三角矩阵 B , 于是 B 
的主对角线上 n 个元素是 A 的全部特 征值： A m A : , …, A -。 由已知条件， A 的特征多项式的 
«-1 次项和 n - 2 次项的系数都为0,从而 

入 i +又2 +…+又》= 0， 

义1义 2 H - h AlA , +又 2 又 3 +…+久2又 - +… + U ， = 0. 
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于是 Af+Al + … +Ai = (Ai +Aj + — + A ,)* — 2 (Ai Ai + •- +Ai A . + ― + A.-i A .) 

=0. 

因此 A ,= A 2 = m = A -=0。 从而 B 是主对角元全为 0 的上三角矩阵。 

据 4. 2节的典型例题的例9的结论得， B 为幂零矩阵，且幂零指数于是迕=0。从而 
A' = PB'P- 1 = 0 . 因此 A 是幂零矩阵， 

5. 设 A 是《级正交矩阵，;1„是 A 的特征多项式在复数域中的任一个根。把 A 看成复 
矩阵，则 A 。 是 A 的一个特征值。从而存在 <» eC ■且《关0,使得 A *= A 。!*。 两边共轭和转 
罝得由于 A 是实矩阵，因此于是从上述两式得 

aA'Aa = X 0 a'Xca 

由于 A'A = / ，因此（以。| 2 _1)士'(1 = 0,由于 a #0, 因此 i ' a 关 £)• 从而4。1* = 1。于是 
Uo I =1. 

6. 设 A 是《级两矩阵丄是 A 的一个特征值。则存在 aGC * 且《垆0,使得 A *= A 。!*。 
两边取共轭和转置得, = Xj '。 从上述两式得， 

a'A' Aa = X 0 a'X 0 a. 

由于 A，A = J , 因此 ( XA 0 - l )5' a =0. 

由于 a #0, 因此 i ' a 关 0. 从而 = 于是 lA 0 |= l 。 

7. 设 A 是 tj 级 Hermite 矩阵。任取 A 的一个特征值 A 。， 则存在 aeC •且 a 关0,使得 
Aa=X 0 a, 两边取共轭和转 H , 得 5' A . =八5',由于/ = A , 因此石'/\=15'。两边右乘 
<*，得 

a'Aa = A 0 aa . 

在 Aa=X 0 a 两边左乘 a '， 得 

a'Aa = A 0 aa . 

因此 Xj ' tisAj ' a 。 由此可推出 i »= A 。- 于是 A 。 为实数。 

8. 类似于第6题的证法。 

9. 设 A 是”级实对称矩阵，则 存在” 级正交矩阵了，使 T - 1 AT = diag { A ,, A 2 ,-, Aj , 

从而 

fA. 0 1 


A = 丁 


0 


入 2 


A . 


T- 
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0 

方 7 

0 

方 7 

T~ l T 



0 

vXT 

0 

VT n 


l/T' o . 

方 7 

o l/Z. 


B=T 灰 
0 

证 B ' = B 。 因此 B 是实对称矩阵 • 

. 设 n 级正交矩阵 A . 有两个不同的特征值 A ,, A : , 则 U , l = l,i = l ,2» 由于 A , 是实 
A . = ± l . 不妨设 — 设 a 是 A 的厲于 A , 的一个特征向量 d = l ,2, 则 
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则 /( 工 1 * x 3 ) = y \ ~\~ y 10 y \ 0 

注：所 作的正交替换不惟一，以下同。 

(2) 令 

(f 。 f 。1 




4 。 -# 。 


: yr 

Xi 


2 2 


y2 

•r 3 


0 4 0 # 


yi 

^4 


2 2 


y* 


0 -f 0 f 


则 /( x ,, x 2 • a ：3 • x 4 ) = y 1 + yi - yS - . 

2 •令 




o # # 


X 


2 2 


X * 

y 

= 

1 0 0 


〆 



0 ^ 

2 2 


2 •‘ 


则在新的直角坐标系中，二次曲面的方程为 

6a:** +6y. : — 2z' Z = 1. 

由此看出，这是单叶双曲面。 

3. (1) 令 

工 1 =3^1 — M+ 2ya • 

- 工 2 = yz— 3»3 ， 

工 3 = ys * 

则 yXz yX i ')= y \-\- y \ — Zy\. 

注：所作的非退化线性替换及标准形不惟一，以下同。 

(2) 令 

xi = y x —yi — y 3 * 

* x z = y : + y ” 

^3 = 力 ， 
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则 


(3> 令 


则 


(4> 令 


则 


(1) 令 


则 


(2) 令 


则 


9 x 2 yx 3 ') = y \ — yl . 



X , = y \ — yt * 
x 2 = yi yzt 
xi = ys — ％， 

^4 =)3+3^， 

/(xi ,x 2 ,x 3 fXi ) = 2y] —2y\—2y\+2y\ 


工 i = y! + A + 丁 : ya ， 


^3 = 


yi + » 


%， 


/(Xi，：2 yx l )=y\-^y\ j r-jy\ 


= >»i 一 — ^3 * 

,1 

x z = y\-r ^>2 — yt * 
x 3 = 

/( x , , x 2 , x 3 )=^ i - 

5. 设 A 是数域 K 上； i 级对称矩阵，且 ra nk ( A ) = r 。 则存在 K 上”级可逆矩阵 C , 


使得 

dAC = diagf^i ^d 2 • — »c/ r *Ot — *0}. 
其中 d ,#0， i = l ，2，."， r « 于是 
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A = (C / ) -l diag{</i 9 d z ， … ， ， 0,… ， 0}C 


= 2 (C’> _1 diag{0, … ，0，tf, ，0•…， 0}C _1 

i-l 

易验证连加号中的每一项都是对称矩阵，且秩为1。 

6. 设 A 是实数域上 n 级斜对称矩阵。据本节例10的结论得，存在 n 级实可逆矩阵 C, 

使得 


C，AC = diag {(-l ，...’U :j， (0 〉，...， (0) f 


若上式右端的分块对角矩阵中，主对角线上有 (0), 则 |CTAC|=0。EP|A||C| 2 =0 o 从而 |A|=0。 
若匕式右端的分块对角矩阵中，主对角线没有(0)。则 

I CAC | = 1. 


从而 I A| = j 

7. 设 A 是元索全为整数的 n 级斜对称矩阵.把 A 看成有理数域 h 矩阵，从第6题的 
证明过程知道 ，|A|=0 或 |A|=y^p 


其屮 C 是有理数域上的 n 级可逆矩阵.对于后一情形，设 | C |=^ •，其中 PW 都是整数，且 
(. p , q ) = \, 从 | A | 得 

< f \ A \= p \ 

由于 | A | 是整数，因此从上式得， 9 能整 除 〆 。 由于 (<7, P > = 1 , 因此从而 

I A | = 

8 . 取为 A 的属于 A , 的一个特征向 M ， 则 

a Aa = a A 1 a = Aia a = Ai(af + … + aj) 

习题 6. 2 


(1) 令 ％ =2! ，力 =z 2 ，：y 3 =^r” 则得 zt - hz 2 — Z 3 ; 


(2) 已经是规 范形： y 2 i~yU 

(3) 已经是规 范形： z \- zl - 4 ; 
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+ 2yi — yl — ^yzys 


— (yi -h 2y 2 -ys) 2 — 2yl — 2yl 


,3 ( A ， A ， Z 3 〉 = 


一 4 z? + Zi (z 2 - z 3 > + +(z 2 — z 3 〉 2 - 


-(z 2 — 


—zl — zl 18 z 2 z 3 


j Zt ~b 3 ) + 


16z 2 2 3 
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令 


= —( tt »2 4- Ws ) * 
= — w 3 )• 


则 


fi^Zi yZi , Z 3 ) = 1C；] +U>! — Tl4 ; 

/.( x , ，: r 2 ,: r 3 ) 的秩为3,正惯性指数为 2; 

/ 2 (: V ,, A ,%) 的秩为 3, 正惯性指数为 1; 

的秩为 3,正惯性指数为2。 

因此/,与/ 3 等价，/ 2 与，不等价,/ 2 与/ 3 也不 等价。 

4. 

/I a \ ② + (-<!> ①」 1 a \_^ /I °\ 

—^ \0 A-oW ② + ① • 卜 《') *0 Br 


A 


于是 


由此得出 


①+ 


(-„ ；.)(： ：)(： 

(::>(::)• 

m 


(- VA - 1 〉 ② 


/I 一 a A' x a 0 \ 

V 0 a ) 9 


于是 


由此得出 


1 -aA- 

0 L 


A! ①十②卜為 — 霾〉 

— a A 


1 C ；)[-：. : _)d 

c : , h 1 一 r° :)• 


因此 


(:X 一 r a :)• 

设 A 、 B 的正惯性指数分别为 A ，办，则的符号差分别为 s(.A) = Zp,-n,s(.B') = 2p 2 




• 510 • 


高等代数学习指导书 （上册 > 


于是 


因此 



(1 ~- aA~ l a 



0 

0 



1 

0 0 ' 


1-aA'o 0 

0 

0 

、 0 


0 

0 

0 

0 -^^1 


0 0 

一 


当1 一 crVTiX), 即 aA-'a<\ 时，比较上述两个对称矩阵的正惯性指数，得 l + p 2 = 
1 + Pi ，从而 Pz = P \ 。于是 

5(A) = 2/>i — n ^ 2 P2 — n = 5(B). 

当 1 一 a'A — iCO, 即 a'AHaSl 时，有 


1 + />2 = Pi • 

从而 5(A) = 2/> 1 -n=2+2/> 2 -fi=2+5(B). 

由于合同的实对称矩阵有相等的秩，因此1 一 c/AMa 參0。 

5. 令 

由于 A=d+J， 因此 A 的全部特征值是 a+;i, a (n—l 重）。 

由于 fl >0, 因此 A 可逆 • 显然 A 的每一行元素的和为 a +/i， 从而 yr 1 的每一行元索的和 




据第4题的结论得的符号差 s ( A ) 为 

s(A) = s(B) = s(a/) = n. 

注： 利用 6.3 节的理论，容易判断 A = d + J ( a >0) 是正定矩阵。从而 A 的正惯性指 
数/因此 s ( A ) = w — 0 = w 。 

6. 作非退化线性替换 X=cy •把 X'AX 化成规范形，由于 A 的符号差因此 A 的 
正惯性指数/>等于它的负惯性 指数。 从而 2/> = f 。 由于 A 关0,因此 r 关 0， p 关0。于是 
X ' AX 的规范形为 
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: yf H - — y^-i - y\, 

Y 取列向撤丨=(1，0, •••,())', 令 a , = C ^, 则 

Y 取列向量爪=(0, ••• ,0,1,0, …， 0)' ， 令《» = C / I 2 ， 则 az'Aat = 一 1» 
y 取列向量& = (1 ，…， 0，1，0,•••,())'，令 《* 3 = Cp 3 ，则 a ； Aa 3 =0. 

习题 6.3 

1. 提示，对任意 a 6 R -, 且 <* 关0,去证 a '< A + 妒 a >0, 

2. 由于 A 正定，因此 A - 1 也正定，且 | A |>0 a 由于 A ， 因此对任意 <*6 R - 

且 a ^ O , 有 a'A • a = a ' y ^ jA _1 a >0, 从而 A _ 正定 • 

3. 由于正定矩阵的特征值全人于0,而正定矩阵的迹等于它的所有特征值的和•因此 
也大于0。 

4. (1>正定 t (2) 不是正定的： （3) 正定。 

5. ( l )--|-< t <0； (2)- Vf < t < V ^> 

6. 任取 aeR ■且 a #0, 有 a ’_/ a = a ' l . l，'a = ( l .' a >'( l ,' a >>0。 因此 /半正定，又，正 
定，于是/+/正定。 

7. 必要性。设《级实对称矩阵 A 正定，则存在”级实可逆矩阵 C , 使得 A = C ' C 。 
据 4.6 节的例3的结论，存在正交矩阵 了与主 对角元全大于0的上三角矩阵 B , 使得 
c =: rB 。 从而 

充分性 • 如果其中 B 是主对角元全大于0的实上三角矩阵，那么对任意 
R " 且 a 关0,有 ft * 关0,从而因此 A 正定。 

8. 必要性，由于 A 正定，因此 存在” 级实可逆矩阵 C , 使得 A = C ' C ^ 令 • 

'V / „Xm 

则 P 是 n x 饥列满秩矩阵，且 

充分性。由于 ra nk ( P > = ; i , 因此 h 元齐次线性方程组 PX = 0 的解空间 W 的维数为 
dimW = n - rank ( P )=0. 从而 PX = 0 只有零解。因此对任意 otG R ■且 fl 尹0,有 Pa 尹0。 
从而 

a'Aa = a ' P'Pa = CPaJ ^ Pa ) = ( Po . Po )>0. 

因此 A 正定。 

注： 充分性的证明也可去证 A 的所有顺序主子式全大于 0。 





